Kapitel 7

Der Frequenzkamm

Wihrend man Frequenzen im Bereich bis zu 100 GHz mit elektronischen Zihlern sehr zuverlissig
bestimmen kann, ist die Messung absoluter optischer Frequenzen von mehreren 100 THz immer
noch eine Herausforderung. Der jiingst entwickelte Frequenzkamm, fiir den T.W. Hénsch und
J.L. Hall im Jahr 2004 den Nobelpreis bekamen, revolutioniert die Messung absoluter optischer
Frequenzen und beeinflusst viele Bereiche der Laserspektroskopie. Seine Grundlagen sollen im
Folgenden kurz erliutert werden. Als Literatur seien in diesem Zusammenhang der Artikel von
Th. Udem, R. Holzwarth und T.W. Hénsch im Physik Journal [Udem02] empfohlen, aus dem
auch Teile des folgenden Textes entnommen sind.

In einem modengekoppelten Laser addieren sich die longitudinalen Moden, so dass sich ein
kurzer Puls ergibt. Dieser Puls lduft zwischen den Endspiegeln des Laserresonators umher und
man erhélt nach jedem Umlauf eine Kopie des Pulses am Auskoppelspiegel. Das Spektrum eines
modengekoppelten Lasers besteht demnach aus einem Kamm von Laserfrequenzen, die mit den
aktiven Moden identifiziert werden konnen. Wie wir bereits gesehen haben, ermoglicht das
Verfahren der Kerr-Linsen Modenkopplung mit einem Titan-Saphir-Kristall als Lasermedium
und resonatorinterner Kompensation der Gruppengeschwindigkeitsdispersion auf recht einfache
Weise die Erzeugung von Pulsen von nur wenigen Femtosekunden Dauer.

7.1 Das Frequenzspektrum modengelockter Pulse

Frequenzkimme sind spezielle modengelockte Pulslaser, die sich aufgrund ihres sehr gut kon-
trollierbaren Frequenzspektrums zum prizisen Vergleichen von Frequenzen eignen. Insbesondere
machen sie es moglich, ganzzahlige Vielfache von RF-Frequenzen mit optischen Frequenzen zu
vergleichen, und haben damit die Messung der Frequenzen von Laserlicht revolutioniert.

Im Resonator eines modengelockten Lasers lduft, wie in Abbildung 7.1 skizziert, ein einzel-
ner Puls der Trégerfrequenz v, mit der Gruppengeschwindigkeit v, um. Die Gesamtlinge des
Resonators [, wird in der Zeit 7 = f}—rg durchlaufen. In diesen Intervallen werden die Pulse,
deren Dauer in der Grofienordnung einiger weniger Perioden der Triigerfrequenz liegen, durch
den Auskoppelspiegel transmittiert. Das elektrische Feld F(t) eines einzelnen Pulses an einem
festen Ort lisst sich durch das Produkt der Einhiillenden E (t) und der Oszillation der Triger-
frequenz darstellen:

~

By (t) = E(t)e?mve)., (7.1)

Die Gruppengeschwindigkeit v, ist die Propagationsgeschwindigkeit der Einhiillenden, die
Phasengeschwindigkeit v, die Propagationsgeschwindigkeit eines Nulldurchganges des elek-
trischen Feldes. Da aufgrund der Dispersion der optischen Elemente im Resonator v, # v,
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ist, veréndert sich ¢y zwischen zwei Pulsen um die Phasenverschiebung

1 1
Ap = <— — —) l,2mv. mod 27. (7.2)
vy Up

Der gesamte Pulszug an einem festen Ort wird mit dem elektrischen Feld

E(t) _ Z E(t _ nT)ei(eructanﬂ'VcT+nAga)
nez
— Z E(t _ nT)ei(27rl/ct+n(A<p—27ryc7—)) (73)
nez

beschrieben. Dabei ist n die Nummer des Pulses und E(t) die Einhiillende eines einzelnen Pulses.
Es kann gezeigt werden, dass sich die Fouriertransformierte von E(t), E(r) als Summe

B(y) =Y rdemmn i, ) (7.4)
ne”

schreiben ldsst. Hier ist E(v) die Fouriertransformierte von E(t). Sie stellt die Einhiillende des
Frequenzspektrum der Breite Av dar. Je kiirzer die Dauer der Pulse 7 = ﬁ, desto breiter die
Einhiillende. Anders gesagt: Um kurze Pulse zu ermoglichen, wird ein breites Verstéirkungsspek-
trum des aktiven Mediums benétigt.

Die Funktion (7.4) kann nur fiir Funktionswerte ungleich Null sein, bei denen sich die Expo-
nentialfunktion kohérent addiert, also die Bedingung

_ Ap m
V=Vm = E — 7 oder (75)
= VCE + MVrep (7.6)

erfiillt ist. Hier ist vy¢p = % die Repetitionsrate, m die Modennummer mit m € Ny und

A‘P Vrep

- (7.7)

VCE =
die Phasenschlupffrequenz (engl. Carrier Envelope Offset, CE, CEO). Je nach Vorzeichen von
Ay kann auch vcg positiv oder negativ sein. In Abbildung 7.2 ist der Zusammenhang zwischen
Frequenz- und Zeitdarstellung verdeutlicht. Fiir eine Repetitionsrate vy, = 100 MHz, und der
Wellenlinge A ~ 1000nm ist m ~ 3 - 105 Sind vcg, Vrep und m bekannt, kann man mit
Gleichung (7.6) die genaue Frequenz der Mode angeben.

7.2 Ableitung des Modenkamms aus den Resonator-
Randbedingungen

Die Moden eines Lasers miissen den Randbedingungen des Resonators mit der Léinge L geniigen:
2k(wy) L = 2mn + Ad, (7.8)

Hierbei ist n eine grofle ganze Zahl, die in dieser Formel die Anzahl der Halbwellen im Res-
onator angibt. Auflerdem ist A®,, eine zusiitzliche Phasenverschiebung, die durch Beugung
(Guoy Phase) und durch die dielektrischen Schichten der Resonatorspiegel verursacht wird und
moglicherweise von der Wellenlénge, also von n, abhingt. Diese Phasenverschiebung ist in der
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Abb. 7.1: In einem modengekoppelten Pulslaser lduft ein Puls im Resonator der Gesamtlinge
I, um. Fiir einen Umlauf bendtigt er ¢t = ((I,)/(vg)) [Noth07].
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Abb. 7.2 Fouriertransformation von modegelockten Laserpulsen der Trégerfrequenz v.. Die
Funktionen E(v) und E(t) sind in den Gleichungen (7.3) und (7.4) angegeben. Weitere Er-
lauterungen im Text.
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Praxis schwer zu bestimmen. Sie fiithrt dazu, dass die Frequenzen der Lasermoden n nicht einfach
ein ganzzahliges Vielfaches des freien Spektralbereichs FSR 27¢/2Lng(wy,) mit dem Brechungsin-
dex ny, sind, sondern vielmehr

Cc

(7.9)
gilt. Diese Grofle ist, nicht zuletzt wegen ihrer Wellenldngenabhéngigkeit, fiir Prizisionsanwen-
dungen ungeeignet und wird daher im Folgenden vermieden.

Um den Abstand zwischen benachbarten Moden unter Beriicksichtigung der Dispersion
genauer zu untersuchen, ist die folgende Entwicklung des Wellenzahlvektors um eine zentrale
Mode m niitzlich

k‘”(wm)

oL {k(wm) K @) (@ — m) +

(Wn — wm)? + } =2mn + Ad, (7.10)

Den Modenabstand w, = wy41 — wy erhélt man, indem diese Gleichung fiir n von derselben
Gleichung fiir n + 1 abgezogen wird:

k,// (wm)

[k'(wm)wr + ((wnt1 — W) (wn — wm)?) + } =n/L+ (AD,41 — AD,) /2L, (7.11)
Einen konstanten Modenabstand, wie bei den Kammgeneratoren, erhilt man, falls dieser Aus-
druck, nach w, aufgelost, unabhéingig von n ist. Dies ist der Fall, falls alle Beitrige in der
Entwicklung von k(w), bis auf den konstanten Term k(w;,) und den Gruppengeschwindigkeit-
sterm v;l = k'(wm), exakt verschwinden. AuBerdem darf die Differenz A®,,; — A®,, nicht von
n abhéingen. Die zentrale Aussage ist nun, dass die Terme, die einen nicht fquidistanten Fre-
quenzkamm bewirken wiirden, dieselben sind, die auch einen gespeicherten Puls verformen bzw.
zerflieBen lassen. Wobei eine im Vergleich zu den optischen Frequenzen winzige Unregelméfigkeit
von zum Beispiel 1 Hz den Puls bereits nach etwa 1 s zerstoren sollte. Die Beobachtung einer
konstanten Pulseinhiillenden ist daher ein experimentelles Indiz fiir das Verschwinden dieser
Terme. Der Modenabstand w, = 2v4/2L ergibt sich sehr anschaulich aus der inversen Pulsum-
laufzeit 7- = v,/2L = w,/2 und ist somit identisch mit der Pulswiederholrate!. Diese ist
experimentell duflerst leicht zugéinglich. Die Willkur bei der Wahl von w,,, verschwindet, wenn
man statt v;l = k'(wm) zu berechnen, einen experimentellen Wert fiir w, verwendet.

Im Experiment beobachtet man auch nach Stunden kein Zerflieen eines einmal gespeicherten
Pulses. Dieses Wellenpaket hat also Soliton-Eigenschaften. Offensichtlich zieht das Verkoppeln
der Moden zu einem Puls die nicht ganz regelmiiflig angeordneten Moden des kalten Laserres-
onators auf ein streng periodisches Gitter im Frequenzraum. Dadurch ergibt sich eine weitere,
schwer zu kontrollierende Frequenzverschiebung in (7.9), die verschieden ausfiillt, je nachdem,
wie die Irregularititen ausgeglichen werden. Daher schreiben wir allgemeiner statt (7.9)

Wy, = MWy + WOE (7.12)

mit einem zunichst unbekannten Frequenzoffset wog. Die Moden wollen wir so nummerieren,
dass 0 < wep < w, gilt. Die Kernaussage von (7.9) ist, dass alle Moden den gleichen Abstand
zu ihren nichsten Nachbarn haben (n ist eine ganze Zahl), und dass dieser Abstand durch
die leicht zu messende Pulswiederholrate gegeben ist. Des weiteren ist der sich so ergebende
Frequenzkamm um wcg gegen die Harmonischen der Pulswiederholrate verschoben.

"ACHTUNG: Der freie Spektralbereich ist in fast allen Lehrbiichern (auch in diesem Skript) als die inverse
Phasenumlaufzeit v,/2L mit v, = ¢/ny(w) anstelle der inversen Gruppenumlaufzeit vy/2L definiert und bertick-
sichtigt daher nicht die Dispersion.
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Abb. 7.3: Carrier-Envelope-Offset: Bei einem Spektrum, das sich iiber mindestens eine Oktave
erstreckt kann wopo durch eine Schwebungsmessung des frequenzverdoppelten roten Anteils
mit dem blauen Teil des Spektrums ermittelt werden.

7.3 Bestimmung des Carrier-Envelope-Offset

Alle Kammmoden kénnen in ihrer Frequenz stabilisiert werden, wenn die Repetitionsrate und die
Offsetfrequenz konstant gehalten werden. Die Repetitionsrate kann leicht mit einer Photodiode
gemesssen und dann durch die Anpasung der Resonatorlinge stabilisiert werden. Hingegen
ist eine Messung des CEO wesentlich schwieriger. Die zugrundeliegende Idee ist in Abb. 7.3
[Udem02] dargestellt.

Wenn das Kammspektrum sich iiber mehr als eine Oktave erstreckt d.h. es Frequenzen
wi, und Frequenzen die grofer sind als 2wy, beinhaltet, so ist es moglich, den roten Teil des
Spektrums zu isolieren und durch einen Frequenzverdoppler zu schicken. Aus der Frequenz wr,
wird dann

2wy, = 2 (N, X wy + WCEO) - (7.13)

Uberlagert man nun das rote Licht wieder mit dem blauen Teil des Spektrums, der die Frequenz
WH = NH X Wr + WCEDO = 2n[, X Wy + WCEO (7.14)

enthilt, so kann wcpo als Schwebungsfrequenz (Beatfrequenz) auf einer Photodiode gemessen
werden. In vielen Fillen kann der Carrier-Envelope-Offset im Laserresonator durch die Variation
der Pumpleistung verindert und dadurch die Offsetfrequenz stabilisiert werden.

Die optische Frequenz einer jeden Mode des Kamms kann als einfache Funktion zweier Ra-
diofrequenzen geschrieben werden

Wn = MWy + WCED, WCOEO < Wr (7.15)

wobei n eine grofie Zahl (bis zu 10°) ist und die n-te Mode des Kamms darstellt. Damit kann
im gesamten vom Kamm abgedeckten Frequenzbereich ein kontinuierlicher Laser auf den Kamm
phasenstabilisiert werden.
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Abb. 7.4: Oben: Struktur einer photonischen Kristall-Faser zur spektralen Verbreiterung von
Pulsen mit einem typischen "Regenbogen"-Spektrum. Unten: Spektrale Verbreiterung eines
Femtosekunden-Pulses in einer solchen Faser. Der schmale Peak repriisentiert das Spektrum
des Pulslasers (25 fs, 170 mW durchschnittliche Leistung, 625 MHz Repetitionsrate). Das
breite Spektrum erstreckt sich von 520 nm bis zu 1100 nm (-10 dB Breite) [Holz00].
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Als Referenz fiir die beiden Radiofrequenzen w, und wcgo dienen iiblicherweise Rubidium-
oder Casiumuhren oder ein Wasserstoffmaser, abhiingig von der benéttigten Genauigkeit. Die
Prizision dieser Uhren wird damit direkt in den optischen Bereich iibersetzt.

7.3.1 Erzeugung und Stabilisation eines Frequenzkamms

Um einen Frequenzkamm nach dem eben geschilderten Prinzip erzeugen und stabilisieren zu kon-
nen, ist es zunéichst erforderlich ein Spektrum mit einer Breite von mehr als einer Oktave zu pro-
duzieren. Dazu verwendet man in den meisten Fillen sogenannte "Photonische-Kristallfasern"
(Photonic Crystal Fibers, PCF), speziell solche, die das Licht stark fithren d.h. es auf einem
sehr kleinen Durchmesser biindeln. Eine photonische Kristallfaser besteht aus einem Array
von luftgefiillten Kaniilen, die sich parallel um den Faserkern herum erstrecken und die ganze
Faser durchziehen. Eine elektronenmikroskopische Aufnahme des Querschnitts einer solchen
Faser ist in Abb. 7.4 gezeigt. Der grofie Kontrast im Brechungsindex zwischen dem Faserkern
aus Siliziumdioxid und dem "lochrigen" Fasermantel (engl. cladding) fithrt zum starken Ein-
schluss des Lichtes. Durch Variationen der Lochstruktur kann die Charakteristik dieser Fasern in
weitem Umfang geéindert werden. Fiir die spektrale Verbreiterung von Femtosekunden-Pulsen
werden Fasern mit Kerndurchmessern von 1-2 um verwendet. Die dadurch erreichten hohen
Intensitéiiten fithren zu einer ganzen Reihe nichtlinearer Effekte, die zur gewiinschten spektralen
Verbreiterung fiihren (Stichworte: Selbstphasenmodulation, stimulierte Raman und Brillouin
Streuung). Beispielhaft ist das Ergebnis einer solchen Verbreiterung im unteren Graphen in
Abb. 7.4 dargestellt. Ausgehend von einer spektralen Breite in der Groflenordnung von 100 nm,
ergibt sich ein verbreitertes Spektrum von 520 nm bis 1100 nm, welches sich fiir die Bestimmung
von wcgo eignet.

Um die Frequenzen der Moden des so erzeugten Frequenzkamms zu stabilisieren, kann man
einen Aufbau verwenden, wie er in Abb. 7.5 gezeigt ist: Zunichst wird die Repetitionsrate direkt
mit einer Photodiode gemessen und durch die Anpassung der Resonatorléinge des Ti:Sa-Lasers
und damit der Umlaufzeit des Pulses konstant gehalten. Der Laserstrahl fiir die Detektion von
wepo wird zunichst an einem dichroitischen Strahlteiler aufgeteilt. Dieser Strahlteiler trans-
mittiert den infraroten Anteil des Spektrums, der dann frequenzverdoppelt wird, und reflektiert
den griinen Anteil, der nach einer Verzogerungsstrecke wieder mit dem frequenzverdoppelten
infraroten Anteil iiberlagert wird. Die Notwendigkeit der Verzégerungsstrecke ist in der Zeit-
doméne leicht einzusehen, muss doch der Puls mit dem griinen Anteil gemeinsam mit dem
infraroten Puls bei der Photodiode eintreffen. Ein Gitter wirkt als Bandpass, um iiberlappende
Bereiche des Spektrums auszuwihlen und auf die Photodiode zur Messung des Schwebungssig-
nals zu lenken. Dadurch werden nicht benéttigte Anteile des Spektrums abgetrennt und das
Rauschen sowie eine mogliche Sittigung der Photodiode durch die zusétzlichen Photonen un-
terdriickt. Das elektronische Signal der Photodiode enthilt nun die Schwebungsfrequenz wcgo,
die mittels elektrischer Filter isoliert und zur Stabilisierung des Carrier-Envelope-Offset verwen-
det werden kann. Als Regelgréfie dient in vielen Fillen die Leistung des Pumplasers, die zur
Variation von wcgo angepasst wird.

7.3.2 Messung einer Laserfrequenz mit einem Frequenzkamm

Um die Frequenz eines kontinuierlichen single-mode Lasers mit einem Frequenzkamm zu messen,
wird der in Abb. 7.6 dargestellte Aufbau verwendet. Der Laserstrahl des fs-Frequenzkamm wird
mit Hilfe eines Polarisations-Strahlteilers mit dem zu messenden Laserstrahl iiberlagert. Da die
Polarisationsebenen der beiden Laserstrahlen nun senkrecht zueinander sind und auf diese Weise
kein Schwebungssignal erzeugt werden kann, benutzt man noch eine \/2-Platte und einen weit-
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EXKURS: Superkontinuum (entnommen aus: Spektrum der Wissenschaft, Mérz 2007)

GEPULSTE LASER EMITTIEREN LICHTBLITZE in einem engen Frequenzbereich. Wenn ein
gentigend intensiver Puls eine Glasfaser durchlauft, treten gewisse nichtlineare Pro-
zesse auf, unter anderem die so genannte Selbstphasenmodulation. Diese Prozesse er-
zeugen zusétzliche Lichtfrequenzen und liefern schlieBlich ein Superkontinuum mit

breitem Spektrum.
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Die elektromagnetischen Schwingungen eines Laserpulses (links, pink) haben konstante
Wellenlénge, doch die Intensitét steigt und fallt gemaf einer Hiillkurve (gelb). Ein Puls
mit hoher Spitzenintensitéat kann die Brechzahl des Mediums momentan um einen Be-
trag erhéhen, der proportional zur augenblicklichen Intensitat ist. Da die Brechzahl des

Mediums zeitlich variiert, veréndert sie ihrerseits die Phase der Welle, das heilt die
Lage der Wellenberge und -téler. So entstehen neue Wellenlangen und Frequenzen.
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Diese Simulation eines 20 Femtasekunden (2 x 1074 Sekunden) langen Pulses auf sei-
nem Weg durch eine Glasfaser zeigt, wie nichtlineare Effekte — insbesondere die Selbst-
phasenmodulation - das Pulsspektrum verbreitern. Die Farben stellen die Lichtintensi-
tdt bei jeder Wellenldnge auf einer logarithmischen Skala dar; rot entspricht hoher
Intensitat. In diesem Beispiel erstreckt sich das Spektrum nach zwei Millimeter Weg-
strecke iiber eine Oktave. Wie in der Musik reicht eine Lichtoktave von einer Frequenz
bis zum Doppelten dieser Frequenz.
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Abb. 7.5: Detektion von w, und wcgo eines Frequenzkamms: Nach der spektralen Verbre-
iterung des Femtosekunden-Titan:Saphir-Lasers wird die Repetitionsrate direkt mit einer Pho-
todiode gemessen wihrend der Laserstrahl fiir die Detektion von wcgo zuniichst an einem
dichroitischen Strahlteiler aufgeteilt wird. Nach einer Verzogerungsstrecke wird der griine An-
teil des Spektrums mit dem frequenzverdoppelten infraroten Anteil iiberlagert und mittels
eines Gitters auf eine Photodiode zur Messung des Schwebungssignals gelenkt.

eren Polstrahlteiler um die beiden Strahlen zu mischen. Danach werden sie iiber ein optisches
Gitter auf eine Photodiode gesendet. Das Gitter separiert den fiir die Messung der Schwebungs-
frequenz niitzlichen Teil des Kammspektrums von den iiberfliissigen Anteilen, die nur zu einem
grofferen Rauschen der Photodiode fithren wiirden. Das Signal der Avalanche Photodiode wird
nun iiber einen Tiefpass, mit einer Grenzfrequenz kleiner als der halbe Modenabstand (=Rep-
etitionsrate), einem Radiofrequenzziihler zugefiihrt. Damit kann die Schwebungsfrequenz des
Lasers mit der am nichsten liegenden Kammmode wpeat bestimmt werden. Um die Absolutfre-
quenz des Lasers zu erhalten, kann durch eine "Grobmessung" der Laserfrequenz (beispielsweise
mit einem Wavemeter ausreichender Auflosung (also besser als der halbe Modenabstand) die
zugehorige Mode n bestimmt werden. Daraus ergibt sich dann die Absolutfrequenz

WLaser = M X Wr £ WCEO £ WBeat - (716)

Das Vorzeichen bei der Schwebungs- und der CEO Frequenz héngt davon ab, ob die Schwebung
mit einer im Frequenzraum oberhalb oder unterhalb liegenden Mode erfolgt. Es sei hier nur
angemerkt, dass man dies durch eine Variation der Repetitionsrate oder des CEO bestimmen
kann und die Frequenz des Lasers damit eindeutig festgelegt ist.
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Abb. 7.6: Aufbau zur Frequenzmessung mit einem Frequenzkamm [Holz00].




