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1.

1.1.

1.2.

1.3.

Endliche und Unendliche Reihen

Definition einer Reihe

Unter einer endlichen Reihe verseht man die Summe

n
a,;+a,+ag+..+a, = Zak a,: Anfangsglied an: Endglied
k=1

Arithmetische Reihen

Die Differenz zweier aufeinanderfolgenden Glieder ist konstant: ay.s — ax = konst. = d
Die Reihe besitzt den Summenwert

(n-1)-n

at+(a+d)+(@a+2d)+...+[a+(n-1)d]=n-a+ d

a: Anfangsglied a,=a+ (n-1)d: Endglied
d: Differenz ax. —ax ax=a + (k—1)d: Bildungsgesetz der arithmetischen Reihe
Geometrische Reihen

Der Quotient zwei aufeinander folgender Glieder ist konstant: a;—; =konst.=q

Die Reihe besitzt den Summenwert

n n
2 n-1 k-1 q -1
a+agq+aq+..+aq =) aq’ =a- (g=1)
a: Anfangsglied a,=aq"": Endglied
g: Quotient ay.+1/ax ax = aqk'1 : Bildungsgesetz der geometrischen Reihe

Eine unendliche geometrische Reihe hat genau dann eine endliche Summe, wenn |q| <1.

S:a.L

1-q

Binomische Formeln

Pascalsches Dreieck

161520 156 1
1 72133 217 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

(a+b)

(a+b)

(a+b) 12 1

(a+b)® 13 3 1

(a + b)* 146 4 1 a’ + 4a’v + 6a’b? + 4ab> + b*
(a+b)° 1 510 10 5 1

(a+b)

(a+b)

(a+b)
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2.2. Berechnung

(nj _n(n-1)(n-2)..(n—k+1)

k k!

Beispiel:
10} 10-9-8 (10
3) 1.2.3 |2

3. Schieben, Strecken, Spiegeln von Funktionen

=45-§=120
3

w| oo

a) fi(x)=f(x)+a

A M Schiebe den Graph von f um a in y-Richtung
4 Strecke den Graph von f von der x-Achse aus in y-Richtung
mit dem Faktor a (affine Streckung).
a=-1 : Spiegelung an der x-Achse.

a<0 : Kombination von Spiegelung und Streckung.

v

v

c) fi(x)=f(x+a)

A
Schiebe den Graphen von f um -a in x-Richtung.

v

Strecke Graph von f von y-Achse in x-Richtung mit Faktor% .

a=-1 : Spiegelung an der y-Achse.
a<0 : Kombination von Spiegelung und Streckung.

v
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4. Symmetrien von Funktionen

4.1. Gerade Funktionen

Eine Funktion heisst gerade, wenn |f(—x) = f(x)| fir alle x € Ds .

- Graph von f spiegelsymmetrisch zur y-Achse.
Beispiel:

f(x) = x

Wann ist der Graph von f symmetrisch bezlglich der senktrechten durch x = a?

$ /\ |f(a—x):f(a+x)|

a

4.2. Ungerade Funktionen
Eine Funktion f heisst ungerade, wenn |f(—x) = —f(x)| fir alle x € D;.

- Graph von f punktspiegelsymmetrisch bezlglich Nullpunkt.
Beispiel:

f(x) = x>

Wann ist der Graph von f punktspiegelsymmetrisch beziglich (a,b)?

f(a—x)=2b—f(a+x)|

5. Polynome

5.1. Definition

Ein Polynom ist eine Funktion der Form

2

P(x)=ag +a4-X+a, X" +...+a,-X"| n: Grad des Polynoms neN

ao, a1....an: Reelle Polynomkoeffizienten
Definitionsbereich: x e R
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5.2.

5.3.

Faktorisierungssatz

Eine Zahl c ist genau dann Nullstelle des Polynoms P, wenn P eine Darstellung als Produkt

IP(x) = (x—c)-Q(x)|

hat, wobei Q wieder ein Polynom ist.

Beispiel:

(2 -5 +x+2) 1 (x—2) = 2x* —x—1

- (23 = X°)

XX+ 2
- (- X%+ 2x)

-X+2
-(-x+2)

0
Folgerung:

Nullstellen von Q sind auch Nullstellen von P. P(x) kann auch geschrieben werden als Produkt:

P(x) = (x—c4)" - (x=cy)"-...-(x—c, )" - S(X)

S: Polynom ohne Nullstelle
C1,...C;. Die Nullstellen von P (ohne Mehrfachnennung)
ns,...n.: lhre “Vielfachheiten®

Beispiel:

f(x)=(x+2)% - (x=3)° - (2x? +1)

-
NS=-2 NS=3 S(x)

NS = -2 Vielfachheit 2 In der Nahe von -2: X~ -2 = f(X)~ (x+2)?-(-5)° -9
NS =3 Vielfachheit 5 In der Nahe von 3: x~3=f(x)~5% - (x-3)°-19
| >
X
-2 3

Newton-Verfahren

Hat man einen Schéatzwert einer Nullstelle ¢ von P kann mit Hilfe des Newton-Verfahrens eine
Folge von immer besseren Nahrungswerten, Xxq, X4, Xo,... berechnet werden:

Wenn x, schon berechnet: Lege Tangente an den Graph P im Punkt (x, P(xk)) und schneide
diese mit der x-Achse 2> X4
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6.2.

(X, P (%))

P

/I’angent

— 1/

C Xk+1

v

Xk

Regel zur Bildung von P’(xy):

, P(x
P(x) = k)
Xk = Xk41
P(x
Xis1 = X = P'((xk ))
k

P’(x) sei die Steigung der Tangente:

Jeder Summand wird mit seinem Exponenten, der anschliessend um 1 verkleinert wird,

multipliziert.
Beispiel:

P(x)
P(x)

37X +4x°—2x + 5
15x* — 21x% + 8x -2

Quadratische Funktionen (Parabeln)

Hauptform einer Parabel

y=ax?+bx+c

Scheitelpunkt: S = (_

(a=0)

b b2
2a 4a

a>0: Offnung nach oben
a < 0: Offnung nach unten

Spezialfall:

a=1,b=c=0

Normalparabel y = x>

Verschobene Normalparabel

y=(x+m)’ +n

S(-m;n)

m, n: Koordinaten des Scheitelpunktes

|

Ya
S
7 <o N
S
Yy

/
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6.3.

7.2.

7.3.

Produktform einer Parabel

Y = a(x—x;)(x—x)|

X4, X2:  Nullstellen
X —Xq: Linearfaktor
X — Xp: Linearfaktor

Y 4

e s/

A

Sonderfall:

X1 =X 2y =3(X—X1)2

Die Parabel berlhrt die x-Achse im Scheitelpunkt
S = (x4,0) (doppelte Nullstelle).
Quadratische Gleichungen

Grundform

ax? +bx+c=0

Losungsformel

—b++b?-4ac

2a

X2 =

Diskriminante

D=0 1reeleLésung
D >0 2reele Lésungen
D <0 keine reellen Lésungen

Differentialrechnung

Definition

Differenzenquotient (Sekantensteigung):

Ay _ fu)-f(x)
AX  u-—X

Differentialquotient:

Py =B fim &Y
dx

><V

% Sekante

Tangente

T Hu)()

a Ax—0 AX

Tangentensteigung im Punkt (x; f(x))
Ableitung von f an der Stelle x

v



- @ Mathematik: Analysis
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8.2. Ableitung elementarer Funktionen

8.3.

8.4.

8.5.

Funktion f(x) Ableitung f'(x)
Potenzfunktionen x" n.-x"!
sin(x) cos(x)
cos(x) —sin(x)
1
Trigonometrische Funktionen | tan(x) -— =1+tan?(x)
cos“(x)
1 2
cot(x —————=-1-cot“(x
() sinz(x) ()
, 1
arcsin(x)
1-x2
1
arccos(x) -
. 1-x?
Arkusfunktionen
1
arctan(x)
1+ x2
1
arc cot(x) -
1+ x2
e* e*
Exponentialfunktionen x
a* In(a)-a
In(x) 1
Logarithmusfunktionen X 1
log,(x
Ja(X) In(@)
Faktorregel

Ein konstanter Faktor C bleibt beim Differenzieren erhalten:

f(x)=C-g(x) » f(x)=C-g(x)

Summenregel

Eine endliche Summe von Funktionen darf summandenweise abgeleitet werden:

f(x)=1(x)+@o(X)+... +9n(X) = F(X)=94'(X) +gp"(X) +...+75"(X)

Kettenregel

f(x) = g(h(x))

['(x) =g (h(x))-h'(x)|

f ist Verkettung von der dusseren Funktion g mit der inneren Funktion h:
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8.6.

8.7.

8.8.

9.2.

Produktregel

Bei zwei Faktorfunktionen:

f(x) =u(x)-v(x) = F(x)=u'(x)-v(x)+u(x)-v'(x)

Bei drei Faktorfunktionen:

f(x)=u(x)-v(x)-w(x) — f'(x)=u"(x)-v(X)-w(x)+u(x)-v'(x) w(x)+u(x)-v(x) -w'(x)

Quotientenregel
by 2 U)oy U(X) - v(X) —U(x)- V' (x)
(x) v(x) - f(x) o

Ableitung der Umkehrfunktion

Wenn die Ableitung f von f und die Umkehrfunktion g von f bekannt sind, kann g’ berechnet

werden:

g(x)=

1
f'(9(x))

Integralrechnung

Definition

X, = Xp +K-AX

Riemann-Summe von g:

n

n-1
ZQ(xk)-Ax AX = M
k=0

XA Xe VX
= Summe der Rechteckflachen

(Rechtecke unterhalb der x-Achse

werden negativ gezahlt)

Integral von g, von xa bis xg:

Xg
J.g(x)dx = Flacheninhalt zwischen x-Achse und Graph von g, von X bis Xg.
XA

Berechnung eines bestimmten Integrals

® _F(b)-Fa)
a

b
jﬂxwx:Fu)

F(x) ist Stammfunktion von f(x) (F’(x) = f(x))
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9.3.

Elementare Integrationsregeln fiir bestimmte Integrale

Regel 1: Faktorregel:
Ein konstanter Faktor C darf vor das Integral gezogen werden:

b b
jc-f(x) dx:C-jf(x) dx

Regel 2: Summenregel:
Eine endliche Summe von Funktionen darf summandenweise integriert werden:

b b b
j(f1(x)+...+fn(x)) dx :jn(x) dx+...+Ifn(x) dx

Regel 3: Vertauschregel:
Vertauschen der Integrationsgrenzen bewirkt einen Vorzeichenwechsel des Integrals:

a b
!f(x) dx = —Ja'f(x) dx

Regel 4:
Fallen die Integrationsgrenzen zusammen (a = b), so ist der Integralwert gleich Null.

b
jf(x) dx =0

Regel 5:
Fir jede Stelle c aus dem Integrationsintervall gilt:

b c b
J.f(x) dx = J'f(x) dx+J.f(x) dx (a<c<b)
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10.

10.1.

10.2.

Integrationsmethoden

Partielle Integration

Iu-v' dx:u-v—ju'-v dx

Beispiel:
xe¥dx = x[-t.e —j—l~e‘3xdx
u 2 = _i.e_3x_l.e_3x+c
l 3 9
e = —%-(3x+1)-e’3X+C
V= —%e‘3x

Kettenregel als Integrationsregel

Integration durch Substitution:

i au) = [fta)-g 0 ox

u=g

Beispiel:

4x3 1 u=g(x)=1+x*
I—4 =dx = U—5duj ' 5
(1+x7) u u=1+x* g'(x)=4x

In Leibnitz-Schreibweise:

jf(u) du =jf(u)~%dx

X
Beispiel:

X2 y du u=x’
J-2x-e dx=|e ,d_a(/d{ j—::Zx
= Ie‘“du
=-e"+C
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11. Tragheitsmoment

11.1. Definition

Tragheitsmoment eines Korpers bezlglich einer Achse:

Tragheitsmoment:

Der Kérper wird in kleine Stiicke mit Masse AM aufgeteilt. Falls der Kérper mit
Winkelgeschwindigkeit ® um die Achse rotiert, ist die kinetische Energie von

1

AM: AE=§~AM~(m-x)2

Gesamte kinetische Energie:

E= Z %-AM-(DZ-XZ E:%[ ZXZ-AM]-Q)Z E:%-@«f

alle AM alle AM

0= ZXZ-AM

alle AM

Spezialfall: Kérper homogen

AM =p-AV

Tragheitsmoment:

X
b
F(x)

p = Dichte = konst.
AV =F(x)-Ax

b
®:(p-J.x2~F(x) dx
0

Abstand zur Drehachse
Maximaler Abstand x
Grundflachenfunktion des Volumenelements AV

11.2. Beispiel: Flacher Zylinder
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12. Numerische Integration

12.1. Trapezformel

Die Flache unter der Kurve f wird zunachst in n Streifen gleicher Breite Ax zerlegt, dann wird in
jedem Streifen die krummlinige Begrenzung durch die Sekante ersetzt. Der Ersatzstreifen besitzt
die Form eines Trapezes.

A

Breite eines einfachen Streifens: AX = b;a
n
Stitzstellen: X, =a+k-Ax
N ) _ k=0.1.....n
Stutzwerte: Y = f(Xy)

12.2. Simpson Formel

Die Flache der Kurve f wird in 2n, d.h. in eine gerade Anzahl einfacher Streifen gleicher Breite h
zerlegt. In jedem Doppelstreifen (der aus zwei aufeinander folgenden einfachen Streifen besteht)
ersetzt man die krummlinige Begrenzung durch eine Parabel.

A
Parabel

v

Xp=a X1 X2 X3 Xn=b

b

AX
S= If(X) dx :?'((YO+Yn)+2'(Y2 +YatotYn o)+ 4 (Y1 +Ys Y5+ +Ynq))  n=gerade

a

Breite eines einfachen Streifens: AX = ——

Stitzstellen: X, =a+k-Ax
Stutzwerte: v = f(X,) } k=0.1....n
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13.

13.1.

13.2.

13.3.

Lokale Approximation

Taylorpolynome

Definition:

Die Funktion f wird in der Umgebung der Stelle x, durch ein Polynom vom Grad n approximiert.

f(x0) : 3 (%) K
a, =————| Das gesuchte Polynom ist also: |T,(x) = Zak “(X=Xq) :Z—-(x—xo)

k! = = K
' " (k)
T(x) = F(xo) + (:O)(x—x0)+#(x—xo)2 +...+L|X°)(x—xo)" +R, (%)
| ! n!
H_J
Taylor-Polynom von Grad n Restglied (Lagrange)
Restglied von Lagrange:
) :
R, (x)= (X =xo)"" (& liegt zwischen x und Xx;)
(n+1)!
Lineare und Quadratische Nahrung:
Definition:
Ta(x) = f(x0) +1'(X0) - (X =Xo)| Y s T
2 f
, fll X
To0) = 100 )+ F1(x0)-(x = X0 ) + 22 (x - xp 2 T,
T4(x) = Lineare Nahrung: Tangente im Punkt (xo; f(Xo)) ~—
To(x) = Quadratische Nahrung: Parabel durch
Punkt (xo; f(Xo)) mit gleicher Tangente wie
f und gleichem Kriimmungsradius wie f. < . >
Xo X

Kriimmungsradius:

Kriimmungsradius des Graphen f bei xo: T
(1+F (x0)2)? 1
R:W Falls f'(xq)=0: R:m
Xlo
Taylorreihe
Definition:

Die Taylorreihe von f mit Zentrum x, ist eine unendliche Reihe. Falls ein Grenzwert existiert, sagt
man die Reihe sei konvergent.
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00 = lim T,00 = 3 200,

k=0

Voraussetzung: f(x) ist in der Umgebung von xq beliebig oft differenzierbar und das Restglied

T = 1(xg)+ -0 (-

x0)+—f”(2)!(0)(x—

Xo)? +...

R, (x) in der Taylorformel verschwindet fiir n - oo.

Konvergenzradius:

Der Konvergenzradius gibt den Bereich um das Zentrum X, an, in dem die Reihe konvergiert, also

einen Grenzwert hat.

R = lim|-2% | R x R
k—ool@y ,q

Beispiel:

f(x) = sin?(x) T(x) = 2,2 —ﬁx4 + 2
- - 20 T

22k+1 22k+2
|ak| lro—— |ak+1| =
(2k +2)! (2k +2)1-(2k + 3)

In dieser Taylorreihen fehlen die Summanden mit den ungeraden Potenzen von x (x1, x3, X

Deshalb wird der Konvergenzradius quadratisch:

R lim |ak |_ 22k+1

(2K +2)H2K+3) _

2k+3

kw|ak+1 | (2k+2)! 2%k+2

Wichtige Taylorreihen:

2

0
=N
k=0

22k+1
(2k+2)

Py
I
18

Funktion Potenzreihenentwicklung ‘ Konvergenzbereich
Exponentialfunktionen
2 3 4
- 12X, X, X X x| <o
1T 220 3 4
2 3 4
o XX X X x| <o
1T 220 3 4
o ;.n@),  In@7? > In@° s In@?*" 4 X < o0
1 2 3! 4l
Logarithmische Funktionen
1 1 1
In(x X=N)—=(x =12 +=(x=1)° ——(x-1)* + 0<x<2
(x) X =N = S =7+ S =17 = (=)
Trigonometrische Funktion
35 7
sin(x) X X X IX| < o0
3 &8 7
2 4 b
cos(x) X X X IX| < o0
24 o
tan(x) xrdxdp 2ys A7, 62 o, |x|<E
3 15 315 2835 2

° ).
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13.4.

13.5.

14.

14.1.

Binomische Reihe

Definition:

Dies ist die Taylorreihe von f(x) = (1 + x)°, X, = 0 (p = natiirliche Zahl):

p
T(x) = (14X = Z(ij.xk

k=0

Die Summe ist endlich und gilt fir alle x. Das heisst der Konvergenzradius R ist unendlich.

Beispiel:

Gesucht Ts(x) fiir f(x) = v+ x = (14 x)?

T5(x) = 1+1x—1x2 +ix3 —ix4 + LA
2 8 16 128 256

Berechnung von Grenzwerten

Definition:

Wobei k die kleinste natirliche Zahl ist, so dass g*(xo) = 0 und f¥(x,) = 0.

f(x)  19(xo)

x—X, g(X) B g(x)(xo)

Regel von de I'Hépital: | —— — o falls

Mehrdimensionale Analysis

Totales Differential
Definition: P(Xo; Yo; Uo) Al

Wenn der Graph f bei (Xo; Yo; Ug) €ine
Tangentialebene hat, dann ist diese durch

of of
&(Xod’o) und E(Xodo)

bestimmt. Die Tangentialebene kann als
Nahrung vom Graph f in der Umgebung
des Punktes (Xo; Yo; Ug) betrachtet werden.

Tangenten an P
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14.2.

Die lineare Funktion T4(x,y) kann als Nahrung von f(x,y) verwendet werden, wenn (x,y) in der
Nahe von (xq,Yo) (Taylorpolynom vom Grad 1 mit zwei Variablen).

T1(X,Y)=%(XO,YO)'(X—Xo)+§y(xo,yo)'(y—yo)+uo

Koordinatengleichung:
z=f(x,y)=ax+by+c

Wenn diese Ebene der Tangentialebene von f entspricht:

of of
a=—:(Xo, b =—I(xq, C=uUy—axy-b
ox (X0+Y0) 2y (X0,¥0) Up —aXg —DYg

z=ax+by+c
z =ax+by+uy —axy —by,
z=a(x—Xg)+b(x—xg)+Ug

Verallgemeinerung auf n Variablen:

u = f(xy, ..., Xn): Lineare Nahrung in der Umgebung von (X, ..., Xno)-

n
of
Ti(X,00Xp ) = f(X10!"'7Xn0)+za_'(Xk = Xko)
ket Xk

Fehlerfortpflanzung
Absoluter Fehler:

Gegeben sind Messwerte Xy, ...,X, von verschiedenen Gréssen. Daraus wird eine Grosse
u = f(x4, ...,X,) berechnet. Angenommen, wir kennen die oberen Schranken fiir die Fehler der
Messwerte x;:

X —Xio| <AX;  x;p = wahrer Wert, unbekannt
Man schreibt dafiir auch xjy = X; £ Ax;

Totales Differential:

| of
AU ~ —— (Xq,eey Xy )| AX:
i:z1 6xi( 1 n) i
Ax; = obere Schranke fiir Betrag des Fehlers von x;

Au obere Schranke fiir Betrag des Fehlers von u
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14.3.

Relative Fehler bei Potenzfunktionen:

Der maximale relative Fehler von u ist die Summe der maximalen relativen Fehler aller x,, wobei
jeder Summand mit dem Betrag der entsprechenden Exponenten zu gewichten ist.

U=F(Xpoo X ) =8 Xq Xp 2 e Xy (a =konst.)

ﬂziﬁ.ﬂ
|u| k=1 ) |XK|

Extremwertprobleme

Definition:
Funktion von zwei Variablen z = f(x,y)

f hat ein lokales Maximum bei (Xo,Yo), wenn f(xo,yo) > f(x,y) fir (x,y) in der Umgebung von (xo,Yo).
f hat ein globales Maximum bei (Xo,Yo), wenn f(xo,Yyo) > f(x,y) fur alle (x,y) € Ds.

Kandidaten fiir Extremalpunkte:

- (Xo,Yo) wo Tangentialebene horizontal, d.h.
of of
&(Xod’o)zo ; a_y(XO!yO):O

- Punkte auf dem Rand des Definitionsbereichs Ds.
- Punkte wo f keine Tangentialebene hat.

Bei horizontaler Tangentialebene kann die Flache dort auch einen Sattel- oder Terrassenpunkt
haben.

Hoéhenkurven:

Auf der Hohe H: Ax? +Bxy +Cy? +Dx+Ey+F-H=0

- Hohenkurve ist ein Kegelschnitt

a) B2-4AC>0 Hyperbel > Sattelpunkt
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15.

15.1.

15.2.

15.3.

Vektorfelder

Definition

Ein Vektorfeld ist eine Funktion P — r(P) die jedem Punkt P ihres Definitionsbereichs einen
Vektor zuordnet. Mathematisch haben wir eine Funktion:

X ay(x,y,z)

Y= (X! yaz) - é(X, y,Z) = aZ(X= y,Z)

z az(x,y,z)
H__J'H_J .
r=0P P *

Bezeichnungen:

- X, Y, z Koordinaten (kartesisch) von P

- r= ‘(ﬁ‘ =yx?+y?+27? P=(xy.z)
- p=Abstand von P zur z-Achse = /x? +y? y
- @ = Polarwinkel von P’ in der xy-Ebene
-y = Breitenwinkel = arctan(ij y
p
X P’ = (x,y,0)
Niveau-Mengen
u(X, ..., Xn) Funktion von n Variablen, c € R
Die Niveau Menge von u zum Niveau c ist die Menge aller Punkte (x4, ..., X,) € D, wo
u(X4, ..., Xa) = ¢, d.h. die Lésungsmenge der Gleichung u(x4, ..., X,) = C.

n=2: Niveau-Mengen sind normalerweise Kurven
(nadmlich die Hohenkurven des Graphen von u).

n=3: Niveau-Mengen sind normalerweise Flachen.

Gradient einer Funktion P > u(P)

- Der Gradient einer Funktion P = u(P) zeit in die Richtung, in der man vom Punkt P aus
gehen muss, um einen mdglichst grossen Zuwachs Au zu erhalten.

- Ausserdem steht der Gradient senkrecht auf die Niveau-Menge durch den Punkt P, d.h. der

Niveau-Menge zum Niveau ¢ = u(P).

Gradient: |V u=|=(P,)

P>V u(P) ist ein Vektorfeld, dessen Feldlinien die Niveaumengen von u Uberall rechtwinklig
schneiden, d.h. sie sind Orthogonaltrajektorien der Niveau-Mengen.
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15.4.

15.5.

Linienintegrale
Beliebiges Vektorfeld P — a(P), Kurve y im Definitionsbereich von a, mit Durchlaufsinn:

a(P)

Linienintegral von a Uber v: Durchlaufrichtung

n-1
a-dr = lim a(P)-Ar
I \A%\»o; (Fy)- A / Y
Y (n>w) 1=

Po=A P,.=B
Beispiel:
y

- 1. 1 1 -y
aP)=—e,(P)=—-p= .

v = Kreis um 0, Radius R, einmal in
Gegenuhrzeigerrichtung.

r =R-[C(_)S(t)] t von 0 bis 2r d_F= R-(_Sin(t)j
sin(t) dt cos(t

R dr B 1 . —Rsin(t) ' —sin(t) _

a(P(t))-a— R2 cos?(t)+R? sin?(t) (RCOS(t)J R( COS(t)J 1

Flachenintegrale

Der Fluss eines Vektorfeldes a durch eine Flache F wird durch das Flachenintegral beschrieben.

- . n . —
J;J.a dF = aIIeIIAnl;]iaoga(Pi)'AFi

a: Vektorfeld
F: Orientierte Flache im Definitionsbereich von a (d.h. fiir jeden Punkt P auf F ist a (P)
definiert)

F wird in kleine Stlicke AF; aufgeteilt, die ungefahr eben sind, und auf denen a ungefahr konstant

ist.

AIEi = Flachenvektor AF,

(senkrecht auf die Flache in positiver
Richtung bezlglich Orientierung,
Lange = Flacheninhalt von AF;)

Allgemeine Formel:
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Wenn F durch Parametrdartellung gegeben: r=0P =r(u,v)

g(P) : Tangentenvektor an v-Linie durch P (v konst.)
u

%(P): Tangentenvektor an u-Linie durch P (u konst.)

~~6r. - 8r

Ar, ~ —-Au Ar, -AV
Y au Y
AF ~ + ﬁxa— Au-Av
ou ov

Je nach Orientierung

”a dF —I|m2a(P) AF = +”a(P(u v)) (ﬂx—j du dv

Falls:
v F
D y D(B L
7 [[awcf o[ o/ 1) ] o
7 ou” ov
Cp--- ! F Cc\A
A B U
Beispiel:
AZ
XZ
a a(P)=|yz-x2
0
F = gesamte, nach aussen orientierte Oberflache
des Wiirfels.
a a y ” a-dF =0
X Boden weil a tangential (horizontal)

-

Ua oF = [[a-dF+ [[a-dF+ [[a-dF+ [[a-dF+.
Boden Deckel Linke Seite Rechte Seite

Linke Seite (in xz-Ebene):
y = 0; x,z Parameter

0
AF = Ax-Az-| -1|=-AX-Az &,
0
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15.6.

Xz 0
a-AF =|yz—x?|-| -1|-Ax-Az = (x® —yz)- AX - AZ y=0-a-AF =x? . Ax-Az
0 0
~ a a 3 4
” é-szj. J.x2 dx dz=2 .a=2_
3 3
Linke Seite z=0x=0 ==

Potentiale von Linienintegralen

Ein Vektorfeld a heisst konservativ, wenn alle seine Kurvenintegrale wegunabhangig sind
(Gleichbedeutend wie alle Integrale Uber einen geschlossenen Weg geben 0). Ist dies der Fall
kann fir ein Linienintegral eine Stammfunktion, oder auch Potential genannt, gefunden werden.

Y
A=B L
konservativ —» §a~dr =0
Y2
B
ja-dr_ja.drz§a-df
11 V2 V1

A

Neben Gradientenfelder sind nicht alle Vektorfelder konservativ. Die so genannten
Integrabilitatsbedingungen geben Aufschluss darlber, ob ein Vektorfeld ein Potential hat oder
nicht. Ist eine der drei Bedingungen nicht erflillt so ist das Vektorfeld nicht konservativ und besitzt
auch kein Potential:

a1(P)
- 0 0 0 oa oa 0
a(P) = aZEE; Integrabilitatsbedingungen: 8iy1 = %; % = a_ys; 8_x3 = %
as

Mit Hilfe der partiellen Integration kann die Stammfunktion fir ein Vektorfeld gefunden werden.
Allerdings kann die Stammfunktion einen eingeschrankten Definitionsbereich haben. Das heisst
das Vektorfeld ist eventuell nur in diesem eingeschrankten Gebiet konservativ.

Beispiel:

2x2 + 5xy+yz

a= %xz +xz—-2y? | Gesucht u(P) = u(x,y,z) so dass

Xy
a—u=2x2+5xy+yz a—u=%x2+xz—2y2 a_uzxy
oX oy oy

a, j—>u = §x3 +gx2y+xyz +h(y,z)

ou_5 oh 5 » 52
E_Z%Jr)éwtay_% +)ef 2y
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Moy hixy)=-2yF hiz)
oy 3
23, 52 2 3
U=—x"+—Xy+xyz——y° +h(z
3% XY EXyzooy (2)
@:xy+6—h:xy
0z 0z
a—h:Oj—>h(z):C
0z
2 3 5, 2 3
U=—Xx"+—Xy+xyz——y° +C
3 5 y+Xy 3y

15.7. Satz von Stokes

Fur ein beliebiges Vektorfeld a definiert man die Rotation von a durch:

da, _cay 0
aay 662 % (o
- a a
V xa=|—2-—2|| formales Vektorprodukt 9 X |a
o0z  Ox oy y
oy _oa 0| \*
OX oy 0z

Wenn F eine orientierte Flache ist im Definitionsbereich von a mit Randkurve y so orientiert, dass
sich zusammen mit der Orientierung von F eine Rechtsschraube ergibt, dann gilt:

U(% X é)~d?=§§é-d?
F Y

15.8. Satz von Gauss

Das skalare Feld V -a heisst Differgenz von a oder Quelldichte von a:

- oa L= - oa

V.a:aa_x+_y+aai jjadF:jija dV:III aa_x+_y+aa_z .dVv
ox oy oz £ v v ox oy oz

V: Korper (Volumenbereich), ganz im Definitionsbereich eines Vektorfeldes a.
F: Gesammte Oberflache von V, nach aussen orientiert.

Das Volumenintegral eines skalaren Feldes u(P):

I\J;IU(P) av = fim > uP)-Av,

alle AV,

wobei V in kleine Stlcke AV, aufgeteilt wird.
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16.

16.1.

16.2.

Methode der kleinsten Quadrate

Regression

Gegeben sind Punkte (x4,y1), ... ,(Xn,Yn) und eine bestimmte Klasse von Funktionen (z.B.
Polynome eines bestimmten Grades). Nun wird diejenige Funktion (f) aus dieser Klasse gesucht,
welche die vorgegeben Punkte am besten approximiert: f(x;) = y;

Mégliche Masse der Abweichung:
1) G=1-i|yi—f<xi>| 2) G=1-i(yi—f(xi>)2
25 23
Man verwendet haufiger die einfacher zu handhabende Fehlerquadratsumme (2) nach Gauss

(least squares fitting). Um eine Funktion méglichst genau zu Approximieren sollte die
Fehlerquadratsumme moglichst klein sein. Man sucht deshalb das globale Minium von G.

Beispiel:
Anzupassende Funktion: f(x)=A-e™

Man setzt f(x) in G ein, leitet G nach den Unbekannten Variablen (hier A und b) ab und setzt die
Ableitungen gleich Null. Dabei erhalt man ein nichtlineares Gleichungssystem:

0A n =
%:% Zn:2.(yi_A.e_bxi).A.Xi.e_in =0

Lineare Regression

Bei der linearen Regression hat die anzupassende Funktion nur lineare Parameter (die man
anpassen kann):

f(x)=a¢-fi(x)+ay - fr(X)+...+ap, - f,(X)

Die Funktionen f; - f,, nennt man Basisfunktionen.

Beispiel:

Polynome: f(x)=ap +a; - X+...+ay - x"

Basisfunktionen: fy(x)=1, fi(x)=X,...,f,(X)=x"

Mit Hilfe der Basisfunktionen |asst sich jetzt ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der
zugehorigen Parametern aufstellen:

fi(xq)  filxz) . fi(xy) a, Y1
Fo| 200 B02) o (k) Fobd . |_Fel ™
%) fn(Xa) o Tn(X0) oy,
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16.3. Approximation iiber ein Intervall

Y a Fehlercguadratsumme:
O = [0 -9 P
B a
b
a,] [by My = [ 600-fe(x) dx
Me| ... | =] ... || wobei N
a,| |by bkz'[g(x)«fk(x) dx
a
Spezialfall:
My -a4 =b;

b
Wenn J'fi(x)-fk(x) dx =0 fir i =k =1 My 3, =by = (3=
kk
a

17. Fourier-Analyse

17.1. Fourierreihen

Eine periodische Funktion f(x) lasst sich als unendliche trigonometrische Reihe (Fourierreihe)
darstellen mit folgender Form:

n
F.(t)=ag + zak -cos(kmt) + by - sin(kot) f(x) periodisch, Periode T, o = %
k=1
y to+T
ag = T If(t) dt = Mittelwert von f Bemerkungen:
t
tojT Mit wachsendem n wird die Approximation
a = % J.f(t)~cos(koat) dt besser (mehr Basisfunktionen zur Verfligung).
t Die schon berechneten Koeffizienten bleiben
° to+T gleich, es kommen einfach neue dazu.
b == tjf(t)-sm(kmt) dt
0

a -cos(kot)+b, sin(kmt) = k-te Harmonische von f
(k-1)te Oberschwingung von f

1: Grundschwingung
2: Erste Oberschwingung, ... A
by

a, = A, -cos
k k (k) A, = ’a,f+bﬁ o

by = —A -sin(ey)

k =
k =

¢, = Winkel((ay, by )) = arg(ay - jby )l
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17.2. Satz von Dirichlet

17.3.

F(t) ist Gberall definiert (d.h. die Reihe konvergiert fir alle t. F(t) = f(t) an jeder Stelle t, wo f stetig
ist), wenn die Funktion f und ihre Ableitung f' folgende Bedingungen erfiillen:

e Nur endlich viele Unstetigkeitsstellen pro Periode.

e Die Unstetigkeitsstellen sind nur endliche
Sprungstellen, d.h. es existieren jeweils die links-
und rechtsseitigen Grenzwerte.

In den Sprungstellen von f(x) liefert die Fourierreihe das arithmetische Mittel aus dem links- und

rechtsseitigen Grenzwert der Funktion.

Gibbs-Effekt

Uberschwingen von F(t) in der Umgebung einer Sprungstelle von f.
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17.5. Geometrische Operationen

17.6.

1) Verschieben des Graphen von f(t) um C in y-Richtung:

f(t)=f(t)+C > |ao=ag+C

Alle Ubrigen Koeffizienten bleiben unverandert.

2) Strecken des Graphen von f(t) mit Faktor C in y-Richtung:

ft)=C-f(t) > lao=a,-C ak=2a,-C bk=b,-C

3) Strecken des Graphen von f(t) mit Faktor C (C > 0) in x-Richtung:

f(t)=f(C-t) > |o=0C T=L

o wird durch o-C ersetzt. Die Koeffizienten bleiben unverandert.

4) Verschiebung des Graphen von f(t) um C in x-Richtung:

f(t)y=f(t-C) >

ak = a, -cos(kowC)—-b, -sin(kmC)
bk = ay -sin(koC)+ b, -cos(kaC)

C >0: Verschiebung nach rechts.
C <0: Verschiebung nach links.

Ableiten und Integrieren einer Fourierreihe
Ableiten:

Wenn eine Funktion f(t) Sprungstellen hat und man deren Fourierreihe gliedweise ableitet, sind
die Koeffizienten ak,bk der Fourierreihe von f(t) proportional zu Eins. Das heisst die Reihe von

f(t) ist nicht konvergent und somit nicht eine gultige Ableitung der Fourierreihe von f(t):

> aub~1 > akbk~1 (konst)

k

f(t)=ay + Zak -cos(kot) + b, -sin(kot)

k=1

f(t)= D" -ay -ko-sin(kot) + by -ko- cos(kot)

H_J

bk ak

Falls jedoch die Funktion f(t) stetig (keine Sprungstellen) ist, konvergiert die Reihe von f(t)’ und ist
somit eine gultige Ableitung von der Fourierreihe:

> a.b~L > gk,Bk"‘%

wobei

k2

ak =kob, und bk = —kwa,
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Integrieren

f(t) =25 + iak -cos(kat)+ b, - sin(kmt)
k=1

l summandenweise Integrieren

Ay by
t C+ . kt——coskt
(t)= /;‘ o)~ 2% -cos(kot)
Lv_l H_I

bk ak

Falls ao = 0, ist f(t) eine Fourierreihe. | ax = - 2% by = 2K, @9 =C
ko ko

ak, bk gehen mit mindestens ~ kiz gegen Null > f stetig > Fourierreihe von f gliedweise

abgleitet gibt die Fourierreihe von f

Das heisst f ist eine stetige Stammfunktion von f(t) falls a, = 0.

17.7. Komplexe Fourierreihe

Komplexer Fourierkoeffizient ¢y

f(t) = ch -elket

kez

to+T
wobei ¢, :%- jf(t)-e“"“Dt dt
to

Umrechnung nach a, und by

a, =2-Re(cy)=C, +Cf =C +C_y b, =-2-Im(cy) = j(c, —Cy) = i(ck —C_)

Umrechnung nach A und ¢

Ak :2|Ck|

1 . 1 i
o =—-(a —j-by)==-A, -l
2 " 2k @, =arg(cy)

17.8. Fourierintegral

Voraussetzung: Es existiert das uneigentliche Integral:
j|f(t)| dt
- )

Flache < «

Ausserdem muss f(t) gegen 0 gehen firt > «

Man wahlt T so gross, dass f(t) ~ 0 ausserhalb des Intervalls [—%%]
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17.9.

18.
18.1.

Repetiert man die Funktion f [-11] SO erhalt man eine T-periodische Funktion fr mit fr(t) = f(t) fir
2’2

te [—%%] Von f; bildet man die Fourierreihe und macht dann den Grenziibergang T = .

Man erhalt die Fouriertransformierte F(y) von f:

Originalfunktion f Fourier- oder SpektralfunktionF

% . 1 % p
f(t) = IF(Y)'GM dy <= F(Y):E. If(t)-e WM dt| wobei y =k-® (Frequenzvariable)

—00

Verschiebungsatz

Verschiebung im Zeitbereich entspricht der Modulation im Spektralbereich:

g(t)=f(t-C) <= G(y)=e " F(y)

Der Amplitudengang bleibt gleich:
G(y) = [F(y)

arg(G(y)) = (arg(F(y))-yC) mod 2r

Diskrete Fouriertransformation

DFT- und IDFT-Matrix

Die diskrete Fouriertransformation kann zur Bestimmung von Naherungswerten der
Fourierkoeffizienten einer periodischen Funktion oder Funktionswerten F(y) der Spektralfunktion
einer L'-Funktion f.

(Uo, U, Ug, ..., Un-1) > (zo, 1, 22, ..., ZN-1)
DFT

N-Werte € Roder € C N-Werte € C

2n
. JW
wobei wy =e

WNN :1

Deshalb wird wy auch als eine n-te Einheitswurzel
bezeichnet, wobei die anderen die Potenzen davon
sind.

N
wenn N gerade: w2 =-1

In Matrix-Schreibweise:
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Z, 1 1 1 1
1 WN’1 WN’2 WN’(N’”
= 1 WN_2 WN_4 WN_Z(N_1)
20 1 WN.—-(.N—1) WN_'éiN_n WN—(I\I—.1)(N—1)
L L _ -
DFTy
Beispiele:
g 1 1 1
_i2n _j4n
DFT, = DFT. =1 e'% e'3
vri, Urls
1 -1 _js _je=
- 1 e’? e’3
K 1 1 1 1 1 ]
1 e % 1 T ¥
s SEE
DET. — 1 e e 1 e e
=711 -1 1 -1 1 -1
-4 -8 - -jB=
1 e 1 e e
,jﬁ ,jWJ ,j& ,j&
1T e e'? —-1e'® e°3
1 3 1 4
1 0
11-DFT; =10 1 DFT, = 0 2
1 0
1 0

Inverse diskrete Fouriertransformation

N-1
(EN)_1 = %'EN* u = ZWNKI Zg
k=0
[ ug | 1 1 1 1 |
] 1 WN1 WN2 WNN_1
=" 1 WN2 WN4 WNZ(N_1) *
N
Ui K WNN—1 WNZ(N—1) WN(N—1)(N—1)_
— —— _
IDFTN

18.2. Eigenschaften der DFT

1) Linearitat

(DFTh)a = w™ (0 <k, I <N-1)

g
L UN—1
1
1
DFT, =
e
1
1
-DFTy
1
zy |
ZN-1 ]

Aus den Rechenregeln fur Matrizen folgt z.B. das Distributivgesetz:

u=v+w

u=~a-v

= DFT(u)=DFT(v)+DFT(w)
= DFT(u) = A -DFT(v)
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2) Alle u sind reell
ZN—k = Zk* fur k = 1,...,N—1

z=DFT(u) > Zy Zy Zy e e Zn_2 ZN_q

Daraus folgt: |z = ZWNKI -y,

3) u= [ﬂo, <oy AN 5 A0 ey aNI2-1J] =(a,a) (N = gerade)

a a
> DFT(u) = 2-Spreiz(DFT(a)) = (2y,,0.2y;0,...)  wobei y =DFT(a)

N

1
2
2.) w.a falls k gearde
z, = |:20: N & g
0 falls k ungerade

4) Setzt man die Folgen N-periodisch fort, so gelten die Formeln:

N-1 N-1
ki Kl
I=0 k=0

.
Zy=Zng=Zg falls u reell

(Analog bei Fourierreihen: c_, = ck*)

5) u=(ao,0,a1,0,a2,0,...)

u = Srpeiz(a)

D 7= (DFTy(a).DFTy(a))|  falls N gerade

6) Verschiebungssatz
v entsteht aus u durch Verschieben (Rotieren) um r Komponenten nach rechts:

> DFTy(V) =(wy " wy 2wy N «DFTy (u)

MOO , Uy oeny lJN.1)/r Vies
UNer s --e 5 UN-1 5 Ug, Uq, oon s Uneret)

V| = u|7r da uN—I’ = U_r
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y =DFTy(v)
N-1 .
K K mit I-r=p
Yk :ZWN Vi :ZWN Uiy
1=0
N-1-r ‘ N-1-r "
p=-r p=-r

[

= z, wegen der Periodizitat von u und der Potenzen von wy,

18.3. Anwendungen

Die DFT verwendet man um:

o Naherungswerte fir Fourierkoeffizienten cy einer periodischen Funktion.
e Naherungswerte flir Funktionswerte der Fouriertransformierten einer L"-Funktion

zu berechnen.

Naherungswerte fiir Fourierkoeffizienten ¢, im Intervall [0,T]

A

S~
Up U4 Un=Ug
to| tt2ts ... T
to=0 tn=T AtZI t|=|'At:|-I
N N

UN = Ug Un+1 = U U = f(

1
Ck = N DFTN(U)k

Fir welche Werte von k ist die Naherung ¢, = ﬁ-zk , Wo z =DFTy(u) brauchbar?
(zx ist N-periodisch, ¢, = 0 flr k > +o0)

Pro Periode der Schwingung mit Kreisfrequenz k-® missen mindestens zwei Abtastpunkte

vorkommen.
dh at<t. 2 1T 5 |k|gl.l N |k|gﬂ
2 Ko 2 K 2 At 2

Naherungswerte fiir Fourierkoeffizienten c, im Intervall [t,, t, + T]

f—Versamapang 9 9(H) =f(t+1o)
f(t):zck,ejkmt N g(t)zzck.ejkm(ﬂto)

kezZ keZ

v

g, to+T
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qt) = Z(Ck -glketo ) elket z=DFTy(u) = ck~ 1. z, mit ck =c, -/
keZ \ — N
c« Fourierkoeff. fir g

Cp ~ %-zk ek fiir k| sg

Ndherungswerte fiir Funktionswerte der Fouriertransformierten

Uk _

N B B 1 g

to t1 to t3 tna o+ T
Nur flr die Werte y, = szt = 2?n~k erhalt man Naherungswerte fiir die Fouriertransformierte:
Fly) ~ or e M .DFTy(u) | 0<k<N-

2n 2

At = % [to, to + T] = Intervall, ausserhalb dessen f(t) ~ 0, N = Anzahl Abtastwerte.

N-At T

19. Fouriertransformation mit MATLAB

19.1. Koeffizienten mit Trapezintegration berechnet

T=1; w=2*pi/T;
n=10; k=1l:n;
c=2*T/3;

$ Funktion

x=1linspace(0,T,10%*n);

y=[ones (1, round (10*n*c/T)),zeros(1l,10*n-round (10*n*c/T)) ];
oder

y=x.* (1-x) ;

% Koeffizienten

a0=trapz(x,y) /T

a=trapz (x', (repmat (y,n, 1) .*cos (k'*w*x))"')*2/T
b=trapz(x', (repmat (y,n, 1) .*sin(k"'*w*x))")*2/T
% Spektrum

A=sqgrt(a.”2+b."2);

phi=atan2 (-b, a);

figure (1) ;

subplot (211); bar(A); title('Amplituden');
subplot (212); bar(phi); title('Phasen');
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% Graph der Approximation

figure(2);

xx=1linspace (0,2*T,20*n) ;
yy=al0+a*cos (k' *w*xx) +b*sin (k' *w*xx) ;
plot ([x x+T], [y v]l,xx,yy,'c");

grid on;

19.2. Koeffizienten symbolisch berechnet
n=10; k=1l:n;

% Funktion
syms x y;

T=1; y=x*(1-x); x0=0;

% Koeffizienten

w=2*pi/T;

tic;

a0=int (y, x0,x0+T) /T

a=int (y*cos (k*w*x) ,x0,x0+T)*2/T

b=int (y*sin (k*w*x),x0,x0+T) *2/T

toc;

al0=double (al), a=double(a), b=double (b)
% Spektrum

Siehe Beispiel 20.1

% Graph der Approximation

figure (2);

xx=1linspace (0,2*T,20*n) ;
yy=al0+a*cos (k' *w*xx) +b*sin (k' *w*xx) ;
plot (xx, subs (y, x,xx) ,xx,yy, 'r");
grid on;

19.3. Fourierapproximation mit fft

clear x y;
T=3; w=2*pi/T;
n=50; k=1l:n;

% Funktion

N=n*3;

x=linspace (-1,T-1,N+1); x=x(1:N); x=x+T/(2*N);
u=[ones(1,2*N/3) =zeros(1,N/3)]1;

% komplexe Fourierkoeffizienten aus fft
c=fft (u) /N.*exp (-3* (0:N-1) *w*x (1)) ;

% reelle Fourierkoeffizienten

al=c (1)

a=real (c(2:n+1))*2

b=-imag(c(2:n+1))*2

% Spektrum (aus komplexen Koeff. berechnet)
A=abs (c(2:n+1))*2

phi=angle(c(2:n+1))

figure(1l);

subplot (211); bar(A); title('Amplituden');
subplot (212); bar(phi); title('Phasen');

[

% Graph der Approximation
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19.4.

19.5.

figure (2);

xx=1linspace(0,2*T,10*n) ;
yy=al+a*cos (k' *w*xx) +b*sin (k' *w*xx) ;
plot(x,u,xx,vyy,'r");

grid on;

Heaviside

function y=Heaviside(x)
y =(x>=0);

Fouriertransformierte mit fft

T = 2;

N = 100;

off = 0.01;

x = linspace(-T/2+off,T/2+0ff,N);
t0 = x(1);

dt = T/N;

k =0:1:(N-1)/2;

dy = (2*pi)/T;

vk = dy .* k;

% Function

u = ((l-abs(x)).*Heaviside (x+1) + (x-1).*Heaviside (x-1));
u = fft(u);

o

Fouriertransformierte siehe Kap. 19.3
= real(dt/ (2*pi) .* exp(-J.*yk.*t0) .* u(l:length(k)));

o

plot(yk,F);
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20.

20.1.

20.2.

Differentialgleichungen

Grundbegriffe

Ordnung
Die Ordnung einer Differentialgleichung (Dgl.) ist die hochste vorkommende Ableitungsordnung
der gesuchten Funktion(en):

Beispiel Ordnung drei:  5y""'(x)+ x2 - y"'(x)-y' (x) + 4 y(x)? + 1 = sin(3x)

Partielle Differentialgleichung
Eine partielle Dgl. ist eine Dgl. fir funktionen von mehreren Variablen.

ox? ’ 6y2 " oz? =0

Gesucht: u(P) = u(x, y, z) (skalares Feld)
Dgl. fir Funktionen einer Variablen nennt man gewéhnliche Dgl..

Differentialgleichungssysteme
So genannte Differentialgleichungssysteme bestehen aus mehreren Gleichungen fiir mehrere
gesuchte Funktionen.

x(t)
z.B. is-F(t):—k-F"(t) r(t)=| y(t) mit = F(t)]
r z(t)

Ergibt ein system von 3 Dgl. fir 3 gesuchte Funktionen x(t), y(t) und z(t).

Linearitat
Eine Dgl. heisst linear, wenn die gesuchten Funktionen und ihre Ableitungen nur linear

vorkommen. Das oben gezeigte Differentialgleichungssystem ist nicht linear wegen

1 =
—-TI....
3

Folgende Gleichung ist linear, da Produkte gegebener Funktionen erlaubt sind:
X

(x2 +1)-y'(x)+tan(x)-y(x)=e"

Die allgemeinste lineare Dgl. 2. Ordnung (gewodhnlich) fir eine gesuchte Funktion y(x) sieht so
aus:

a(x)-y" (x)+a4(x)-y'(x) +ap(x)- y(x) = g(x)

Separierbare Differentialgleichungen

Eine Dgl. 1. Ordnung flr eine gesuchte Funktion y(x) heisst separierbar, wenn sie sich in
folgender Form schreiben lasst:

h(y)-y'=g(x)

Lésungsweg
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Beide Seiten integrieren:
Joy oc=fog o> [hty) Fok= o ox
[hy) ay = [g0x) o

Wenn die beiden Integrale H(y) = jh(y) dy und G(x)= jg(x) dx gelést werden kdnnen, erhalt

man folgende Gleichung:
H(y(x)) = G(x)
Diese gewohnliche Gleichung fur y(x) kann nun nach y(x) aufgeldst werden = y(x) = ....

Beispiel

2y'+by =0 = 2y'=-5y =

<N
i
|
(&) ]

Yy

jg~d—ya‘5(=_[—5dx - Igdy:—5x+C = 2.1n(ly|)=-5x+C
y

y ax
In(|y|):—§x+E = y:e_gH% = y:e%e_gx = y=D~e_gx
2 2 -

Neue Konstante D

Dies ist also die allgemeine Lésung, d.h. eine Lésung mit Parametern (D), so dass man jede
spezielle Lésung durch Spezifikation der Parameter erhalten kann. Z.B. durch eine
Anfangsbedingung.

20.3. Lineare Differentialgleichungen

Allgemein
Eine lineare Dgl. n-ter Ordnung fiir eine gesuchte Funktion y(x) sieht wie folgt aus:

an (%) Y™ (X) + .. +85(%) -y (X) +a4(X) - y' (X) + @ (x)- Y(X) = g(X)

L(x, y(x))
L(x, y(x)) = g(x) inhomogene lineare Differentialgleichung
L(x, y(x))=0 zugehdorige homogene Differentialgleichung

Eigenschaften
- Bei einer homogenen Gleichung kann man Lésungen linear kombinieren:

L(x, y1(x)) =0, L(x,y2(x)) =0 > L(x, Cqys(x) + Cay2(x))=0

Y1 (%) = Cq-LG Y4(x)) +Cy -L(X,y(x)) |

Beispiel
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y'+dy=0 = y'= -4y
Y4 = sin(2x)

Lésungen der Dgl.
Y, = C0S(2X)

= y(x) =C,-cos(2x)+C, -sin(2x) ist somit auch eine Lésung der Dgl.

- Falls y4(x) und y,(x) Losungen der inhomogenen Dgl. sind ist die Differenz der beiden
Funktionen die allgemeine L6sung der zugehdrigen homogenen Dgl.:

V(%) = ¥4() = y2(%)|

- Falls y4(x) eine partikulare Losung der inhomogenen Dgl. und y,(x) die allgemeine Lésung der
zughoérigen homogenen Dgl. ist, entspricht die Summe der beiden Lésungen der allgemeinen
Lésung der inhomogenen Dgl.

Yinhomogen,allgemein = yinhomogen,partikulér + yhomogen,allgemein

Beispiel

y'+4y =2
Yh(Xx)=C;-cos(2x)+C, -sin(2x) = allg. Lésung der zugehdrigen homogenen Gleichung
(siehe vorheriges Beispiel)

= konstante partikulare Losung (erraten)

Vo(X) =5

2YX)=Yyp+yn= %+ C,-cos(2x)+C, -sin(2x) (Allgemeine Lésung)

20.4. Lineare Differentialgleichungen 1. Ortnung

Allgemein
Eine lineare Dgl. 1. Ordnung fiir eine gesuchte Funktion y(x) sieht wie folgt aus:

[a4(x)-y'(x) +@9(x)- ¥(x) = g(x)|

Zugehorige homogene Gleichung:

|a4(x)-y' (x)+ap(x)- y(x) = 0|

Homogener Fall
Die allgemeine Losung einer linearen, homogenen Gleichung 1. Ordnung lautet wie folgt:

_ ao(X)dX

y(x)=C-e "™

Wenn a, und a, konstant sind:
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_ap(x)

y(x)=C-e

Beispiel

y+2y=0 = y(x)=C-e™*

Inhomogener Fall

Es gibt verschiedene Methoden eine partikulare Losung einer inhomogenen Gleichung zu
bestimmen. Bei sehr einfachen Dgl. kann man z.B. eine Losung erraten. Bei komplizierteren Dgl.
verwendet man folgende Tricks:

- Ansatz in der Art der Storfunktion
- Variation der Konstanten

Ansatz in der Art der Stérfunktion
Dieser Trick wird haufig angewendet, wenn die Koeffizienten a; und a, konstant sind.

3y'+2y =10-sin(2x)

Ansatz: y,(x)=A-cos(2x)+B-sin(2x)
Yp'(x)=—2Asin(2x) + 2B - cos(2x)

A und B sind keine Parameter, sondern missen so festgelegt werden, dass y(x) Uberhaupt eine
Lésung der inhomogenen Gleichung ist. Ist dies moglich, so wurde eine partikulare Losung
gefunden.

Der gewahlte Ansatz wird dann in die Dgl. eingesetzt:

—6A -sin(2x)+ 6B - cos(2x) + 2A - cos(2x) + 2B - sin(2x) = 10 - sin(2x)

Mit einem Koeffizientenvergleich lassen sich dann A und B bestimmen:

—6A+ZB:10} 3 1

= A=—— B=—
2A+6B =0 2 2

Die partikulare Lésung lautet demnach:
3 1
Yp(X) = —E~cos(2x)+5osm(2x)

Beispiele fiir verschiedene Ansatze

Storfunktion g(x) Ansatz
g(x) =10-sin(2x) yp(x) = A-cos(2x)+B-sin(2x) | y,'(x)=-2A-sin(2x)+ 2B - cos(2x)
g(x) =1-x Yo(x) = Ax? +Bx+C Yo' (x) = 2Ax +B
g(x)=—x-e” Yp(x) = (Ax +B)-e” Yo' (X) = Ae* +(Ax +B)-e*
2 2 D)
2 2 , 2,
g(x)=5-e ? yp(x)=C-e 3 yp'(X)=—§C-e 3
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20.5.

Variation der Konstanten

Wenn der gewahlte Ansatz gleich der allgemeinen Lésung der zugehdrigen, homogenen
Gleichung ist, versagt der Trick mit dem Ansatz in der Art der Stoérfunktion. In diesem Fall variert
man die Konstanten im gewahlten Ansatz. Das heisst, wenn man folgenden Ansatz hat:

2 2
Yp(x)=C-e 3" schreibt man ihn mit varibaler Konstante C(x): y,(x) = C(x)-e 3

Beispiel
2
3.y'(x)+2-y(x)=5-e 3"

Ansatz mit variabler Konstante:

—EX —gx 2 —gx
Yp(x)=Clx)-e 2 yp'(x)=C'(x)-e * -=-Clx)-e?

Einsetzen des gewahlten Ansatzes in die Dgl.:

—gx 2 ——=X —X —gx
3.C'(x)-e 3 -§.2.€(X)-e 3 +2.CixJe 3 =5.¢ 3
Koeffizientenvergleich:

1 5
3-C(x)=5 = zB. C(x):g-x

Die partikulare L6sung lautet demnach:

5 -—X
xX)==.x-e 3
Yp(X) 3

Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Allgemein
Eine lineare Dgl. 2. Ordnung fir eine gesuchte Funktion y(x) mit konstanten Koeffizienten sieht
wie folgt aus:

a-y"(x)+b-y'(x)+c-y(x) = g(x)| a, b, ¢ konstant

Zugehorige homogene Gleichung:

|a~y"(x)+b~y'(x)+c~y(x)=O|

Homogener Fall
Um die allgemeine L6sung der homogenen Gleichung zu bestimmen, bendétigt man zwei
linearunabhanige Lésungen y4(x), y2(x). Dann gilt y,(x) = C;-y4(X)+Cs, - y,(x) = allg. Lésung.

Die so genannte charakteristische Gleichung einer linearen Dgl. 2. Ordnung lautet:

ap+bp+c=0
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Wenn diese charakteristische Gleichung 2 Lésungen p; und p, hat (d.h. b”— 4ac = 0), dann hat
man zwei linearunabhangie Lésungen der homogenen Dgl.:

y1(X) = ep1~x ’

yi(x) = e

1) Starke Dampfung, aperiodischer Fall
b? —4ac >0

2)

Die charakteristische Gleichung hat zwei reelle Loésungen p; und p..

b

P2 =—52%

2a

. Vb? —4ac

2a

Somit lautet die allgemeine Lésung der homogenen Dgl.:

yh(X) = C1 -epfx +Cz 'epz'x

Graph

Nullstelle

Extremum

In[— g]
X = ——2/
P2 —P1
|n( Pq- g1
p .
Xextrem = #

Kritische Dampfung, aperiodischer Fall

b2 -4ac =0

Die charakteristische Gleichung hat nur eine reelle Lésungen p.

b

P="2

Somit lautet die allgemeine Lésung der homogenen Dgl.:

Yh(x) = (Cq+Cy-x)-€>*

= (

Graph
C,
Nullstelle |Xo = ——| falls C,
C,
Extremum |X 2_a_&
extrem b Cz

b
-—X
C,+C,-x)-e 2

#0 i
1 I C1 +CzX

v

falls C, # 0 \ﬁ

v
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3) Schwache Dampfung, periodischer Fall
b —4ac <0

Die charakteristische Gleichung hat zwei zueinander konjugiert, komplexe Lésungen:

b . Vaac —b?
Pr2g=-5-t0, o=—7T—-—
2a 2a

Somit lautet die allgemeine Losung der homogenen Dgl.:

b
yh(x)=e 22 (C,-cos(ox)+C, - sin(wx))

b

Yh(x)=A-e 2" -cos(®X + ¢)

Graph

y'(x)=A-eP*(—B-cos(..)— »-sin(..)) A by

b ‘\\~ A,e 2a
mit B = — / I
2a /X N,

Extrema bei tan(..) = -

e |=
=

X
d.h. ot+¢= —arctan(EjJrk.7T (ke2) ’/_/-A —A.e 2a
0]

Beriihrungspunkte bei cos(..) =+ 1
dh. ot+o=k-n (ke2)

Verschiebung der Phasen zwischen Extrema und Beriihrungspunkt ist:

d= arctan(E]

(O]

Die Zeitverschiebung ist d = l-arc:tan[Ej
(0] (O] ®

Inhomogener Fall
Bei der inhomogenen Dgl. wendet man die selben beiden Losungsverfahren, wie bei den linearen
Dgl. 1. Ordnung, an um eine partikulare L6sung zu finden:

- Ansatz in der Art der Storfunktion
- Variation der Konstanten
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21.

21.1.

21.2.

21.3.

Laplace-Transformation

Methode der Laplace-Transformation

Idee der Laplace-Transformation ist es, dass man eine Differentialgleichung in den
Spektralbereich transformiert, die dabei entandene algebraische Gleichung auflést und das
Resultat dann wieder in den Zeitbereich zurticktransformiert.

Transformation

f o—e F mit  |F(s) = If(t)-e’Stdt
0

s ist eine komplexe Variable. F(s) ist definiert fir Re(s) = a (o ist von f abhangig).
Die zu transformierende Funktion f(t) muss folgende Bedingungen erfillen:
- Es muss sich um eine kausale Funktion handeln. D.h. f(t) =0 furt<0

o0

- j |f(t)| - “dt < oo fiir irgendein o
0

Riicktransformation

F &e—O f mit f(t)=i,J.F(s)~es‘ds
27'cj_0O

Die Formel ist nur von theoretischem Interesse, in der Praxis verwendet man normalerweise zur
Rucktransformation Tabellen oder symbolische Rechner.

Linearitat der Laplace-Transformation

[f(t)=gt)+h(t) = F(s)=G(s)+H(s)|

[f(t)=C-g(t) = F(s)=C-G(s)|

Satze der Laplace-Transformation
Differentiationssatz
lgt)=f(t) = G(s)=s-F(s)-f(0)|

git)=f"(t) = G(s)=s2-F(s)-s-f(0)

Dampfungssatz

gt)=ft)e® = G(s)=F(s+c)

Verschiebungssatz

gt)=f(t-a) = G(s)=e*-F(s)| fira>0
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Integrationssatz

t
F(s):%-e(s) P f(t):jg(t) dt
0

Faltungssatz

t
h(t) = j f(t-1)-g(t) dr )
0 f(t—-t)=0 for 1>t

His)=Fs) Gls) - &0 g(t)=0 far t<0

h(t) = J‘f(t—r)-g(r) dr

—00

h=f*g Faltung vonfmitg

Ahnlichkeitssatz

gt)=f(at) o——e G(s)= %FE)

Grenzwertsitze

Wenn man F(s) hat und die Grenzwerte f(0) oder f(«) bestimmen mdchte, ohne dass man die
Laplace-Transformierte F(s) zurticktransformiert, kann man die Grenzwertsatze verwenden.

f(0)= limf(t) = lim s-F{(s)

f(ee) = lim f(t) = lim s-F(s)

Es ist méglich, dass lim f(t) nicht existiert, wohl aber lim s-F(s).
t—>o s—0

21.4. Laplace-Transformation bei RLC-Netwerken

Widerstand R
uit)=R-it) O—@ U(s)=R:I(s)

Kondensator C
it)=C-u'(t) O——® C:(s-U(s)-uo)
Us) = ——-I(s)+ 2 = us)-Yo -
s-C s

1
s sc®

Spule L
ut)=L-i(t) o—e U(s):L.(s.Ks)_iO):S.L.(KS)_%)

Man kann sagen R, C, L haben die Laplace-Impedanzen:

R, s-L

1
s-C’



& Mathematik: Analysis 47

Anfangswerte von u(t) bei C bzw. i(t) bei L werden als konstante Quellen betrachtet.

Formale Analogie
Laplace-Impedanzen <— Impedanzen der Wechselstromtechnik

S «—» jo
Lésungen kdnnen mittels den Laplace-Impedanzen berechnet werden ohne Dgl. aufzustellen.

Beispiel
R

1

L u(t) gegeben
uc(t) gesucht

Quy  c== l e wl®=0

1 1 , 1
U(s):R~I(s)+z-l(s):(R+—C]-l(s) mit UC(S)IE'KS)

U(s) = (1+RCs)-Uc(s)

> Ug(s) = Us) &—o0 uy(t)=....

1+RCs

21.5. Laplace-Tabelle

f(t) fiir k > 0 F(s)
1 1
s
e slc
1
t &
sin(wt) szj-) 3
()
cos(omt) Szj 5
()
1
— . ()}
e . sin(wt) (1o ro
o s+c
e~ -cos(mt) m

Allgemeiner Einheitssprung u(t) / (t) Allgemeine Rampenfunktion
y(t)=b-u(t-a) V(t)= == —(t-a)-ut-a)

C
—a

c 1.,
b-a s

yt) =g, rt-a)

—as

> Y(s)=

V]
V]
o-________
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22. Partialbruchzerlegung

22.1. Definition

Eine echt gebrochenrationale Funktion ist als Summe samtlicher Partialbriiche darstellbar. Besitzt
N(x) n verschiedene einfache Nullstellen c4, c,, ..., c,, so lautet die Partialbruchzerlegung.

_4X) _ A + Az oot An
N(x) x-c; X-Cy X—Cp

r(x)

22.2. Der Nenner N(x) besitzt nur reelle Nullstellen

Jeder Nullstelle ¢, des Nenners N(x) wird nach dem folgenden Schema in eindeutiger Weise ein
Partialbruch zugeordnet:

Cq: Einfache Nullstelle > A
X —Cy
i Zweifache Nullstelle > Ay + A -
X=Ci (x—cy)
ci r-fache Nullstelle > A, A, >+ Ar -
X=C1 (x-c4) (x—c4)
Beispiel:

Z(x) —x%+2x+-17
N(x) x®-7x?>+11x-5

r(x) =

(echt gebrochenrationale Funktion)

Nullstellen des Nenners:
X3—7X2+11X—5:0 —> C1/2:1 C3:5

Zuordnung der Partialbriiche:

X1z = 1 (zweifache Nullstelle): A Az 5
x=1 (x-1)
xs = 3 (einfache Nullstelle): BS
X_

Ansatz zur Partialbruchgleichung:

X2 +2x+ 17 -x*42x+-17 _ A A, B
x°-7x®+11x-5  (x-1%(x-5) x-1 (x-1? x-5

Berechnung der Konstanten A4, A, und B:

- 4+ +- - -+ - + -
- - (x=1) (x=3)
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Jetzt kann ein Koeffizientenvergleich durchgefiihrt werden:
Ar=1 Ay=4 B=-2
Partialbruchzerlegung:

—x%42x+-17 1 4 2
2 - + 2
(x=1%(x-5) x-1 (x-1)° x-5

22.3. Zerlegung mit einfachen Nullstellen

Wenn nur einfache Nullstellen Li(s) auftreten, kann die Partialbruchzerlegung nach folgender
Methode durchgefihrt werden.

F(s) = Z(8) = i+ weitere Summanden
(s) L(s)
_ Zc) - _N(s)
= A= N,() mit  Ny(s) = L(s)
Beispiel
2.7
Gls)= s-(s+1)
G(s):ﬁJri
s s+1

Z(c) _2e” N1(S):E:\(s+1)

und Nullstelle vonsistc=0

" Nye)  c+1 Li(s) =
-3¢
A, = Z(c) :2 e mit  N,(s) = N(s) = s(s) und Nullstelle von (s+1) istc = -1
N,(c) s Lo(s) Ts—+4
2 2¢€° a3
Ge)=Pi A2 3, o 2 28
s s+1 s s+1 s s+1

22.4. Zerlegung mit zweifachen Nullstellen

F(s)= As) _ Ay + Az + Ubrige Summanden (mit andren Polen)
Nis) s—c (s—c)?
A, _ Z(€)Ny(©)-Z(c)-Ny'(c) _ 6-Z/(c)-N"(c)-2-Z(c)-N""(c)
1 N, (c)? 3.N"(c)?
_ Zc) _2-Zc)
2 Ny(c) N'(c)
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23.

23.1.

23.2.

Stochastik

Kennzahlen
1 n

Mittelwert (mean — ) X

(mean) | ; ‘

Median (median) 50% der Messwerte sind grosser und 50% kleiner als der Median

o - Quantil Wert, sodass o - n Daten kleiner oder gleich sind und (1 - a) n
Daten grosser.

Beispiel

30% - Quantil: 30% der Daten sind < z, und 70% der Daten sind > z,,.

Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeit

Grundsituation
Man geht von einem Versuch, der im Prinzip beliebig oft unabhangig wiederholbar ist, aus.
Betrachtet werden die Ereignisse, die bei diesem Versuch eintreffen kdnnen oder auch nicht.

A = Ereignis
Stichprobe vom Umfang n: Versuch wird n mal durchgefthrt.

Relative Haufigkeit von A in der Stickprobe

Anzahl Durchfihrungen wo eingetroffen
n

h(A) =

Wahrscheinlichkeit von A

P(A) = lim h(A) wobei 0 <P(A)<1

n—oo

Ereignisse
Ereignisse sind Aussagen Uber das Ergebnis des Versuchs - man kann sie mit boolschen
Operatoren verknupfen:

AUB: A oder B mindestens eines von beiden
ANB: Aund B beide
A: Nicht A

De Morgansche Regeln

AUB=ANB , AnB=AuUB

Elementarereignisse

Q = Menge der Elementarereignisse (= mdgliche
Ausgéange des Versuchs). Von diesen kommt bei
jeder Durchfiihrung genau eines vor.

Ein allgemeines Ereignis A entspricht der Menge
von Elementarereignissen, die A wahr machen.
A ist also eine Teilmenge von Q.
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23.3. Hilfsmittel aus der Kombinatorik

Permutation
Eine Anordnung von n Kugeln (allgemein: Elementen) in einer bestimmten Reihenfolge heisst
Permutation. Fir die Anzahl der méglichen Permutationen gilt:

1. Alle n Kugeln sind voneinander Verschieden:

Beispiel
Hat man 3 verschiedene Kugeln gibt es P(3) = 3! = 6 verschiedene Moglichkeiten die drei Kugeln
anzuordnen.
2. Unter den n Kugeln befinden sich jeweils n4, n,, ..., ng einander gleiche Kugeln:
n!

P(n;ng,n,,....n ) =———— mit ny+n,+ ...+ n¢=n und k<n
Beispiel
In einer Urne befinden sich 5 Kugeln, 3 weisse und 2 rote. Sie lassen sich auf

I
P(5;3,2) = % =10 verschiedene Arten anordnen.

Kombinationen

Aus einer Urne mit n verschiedenen Kugeln werden nacheinander k Kugeln entnommen und in
beliebiger Weise angeordnet (Urnenmodell). Eine solche Anordnung heisst Kombination k-ter
Ordnung. Fur die Anzahl der mdglichen Kombinationen k-ter Ordnung gilt:

1. Die Ziehung der k Kugeln erfolgt ohne Zurtickzulegen (sog. Kombination k-ter Ordnung ohne

Wiederholung)
n
C(n;k):[kJ mit k<n
2. Die Ziehung der k Kugeln erfolgt mit Zurlicklegen (sog. Kombinationen k-ter Ordnung mit
Wiederholung)
n+k—1
Cw(n;k):[ K j mit k=1,2,3, ...
Beispiel

Einer Warenlieferung von 10 Gluhbirnen soll zu Kontrollzwecken eine Stickprobe von 3
Gluhbirnen entnommen werden. Es gibt dann

=120

C(10;3):[10}10-98

3 1.2.3
verschiedene Moglichkeiten, aus den 10 Gluhbirnen 3 auszuwahlen.

Variationen

Einer Urne mit n verschiedenen Kugeln werden nacheinander k Kugeln entnommen und in der
Reihenfolge ihrer Ziehung angeordnet. Eine solche Anordnung heisst Variation k-ter Ordnung.
Fir die Anzahl der moglichen Variationen k-ter Ordnung gilt:
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23.4.

23.5.

1. Die Ziehung der k Kugeln erfolgt ohne Zurilicklegen (sog. Variation k-ter Ordnung ohne
Wiederholung)

n!
(n—k)!

V(nk) = mit k<n

2. Die Ziehung der k Kugeln erfolgt mit Zuriicklegen (sog. Variation k-ter Ordnung mit
Wiederholung)

V,, (nk) = n mit k=1,2,3, ...

Beispiel
Bei einem 100-Meter-Lauf starten 8 Laufer. Fir die 3 ersten Platze gibt es Medaillen (Gold, Silber,
Bronze). Wieviel verschiedene Zieleinlaufe fir die ersten 3 Platze sind mdglich?

| |
8 _8 _6.7.8-336

VB3 =5 3y "B

Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten

1. Fur das zum Ereignis A komplementare Ereignis A gilt:

P(A)=1-P(A)

2. Additionssatz fir zwei beliebige Ereignisse A und B:

IP(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)|

3. Additionssatz fir zwei sich gegenseitig ausschliessende Ereignisse A und B:

IP(AUB)=P(A)+P(B)|

4. |Ist das Eintreten des Ereignisses B unabhangig davon, ob das Ereignis A bereits eingetreten
ist oder nicht und umgekehrt, so heissen die Ereignisse A und B stochastisch unabhangig:

IP(AnB)=P(A)-P(B)|

IP(ANBNC)=P(A)-P(B)-P(C)|

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Die Wahrscheinlichkeit P(A/B) fiir das Eintreten des Ereignisses A unter der Bedingung oder
Voraussetzung, das Ereignis B bereits eingetreten ist betragt:

_P(ANB)

P(A/B) = =C = | oder P(A/B) = LAV PBIA)

P(B)

Beispiel
Zufallsexperiment: Wurf eines homogenen Wiirfels

A: gerade Augenzahl - A={2,4,6} mit P(A)=1/2
B: Augenzahl 6 > B = {6} mit P(B)=1/6
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P(ANB) 1/6 1

AnB={6} mit P((AnB)=1/6 > PB/A)=
P(A) 1/2 3

P(B/A) ist dabei die Wahrscheinlichkeit dafir, die Augenzahl 6 zu erhalten, wenn bereits bekannt
ist, dass die gewlirfelte Augenzahl gerade ist.

Multiplikationssatz
Die Wahrscheinlichkeit fir das gleichzeitige Eintreten der Ereignisse A und B betragt:

IP(ANB)=P(B)-P(A/B)]

Entsprechend bei drei gleichzeitig eintretenden Ereignissen A, B, und C:

IP(ANBNC)=P(B)-P(A/B)-P(C/ANB)|

23.6. Wahrscheinlichkeitsgraph

Ein mehrstufiges Zufallsexperiment besteht aus mehreren nacheinander ablaufenden

Zufallsexperimenten.
Pfad mit 2 Zweigen A4, Az

Verzweigungspunkte

(mogliche Ergebnisse der 1. Stufe,

d.h. Zwischenergebnisse)

B1, cee sy Bs:
Méogliche Endergebnisse

Wurzel

IP(A;) = 1-P(A,)|

moégliches
Endergebnis

Verzweigungspunkt
(mdgliches Zwischenergebnis)

Pfadregeln
Die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten langs bestimmter Pfade (die aus mehreren Zweigen
bestehen) geschieht mit Hilfe der folgenden Pfadregeln:

1. Die Wahrscheinlichkeiten lédngs eines Pfades werden miteinander multipliziert.

2. Fuhren mehrere Pfade zum gleichen Endergebnis, so addieren sich ihre
Wahrscheinlichkeiten.

23.7. Intaktwahrscheinlickeit

Betrachtet wird ein System S, das aus den Komponenten Ky, K, ... zusammengesetzt ist, von
denen die Intaktwahrscheinlichkeiten p;4, po, ... bekannt sind.

Will man die P(S) = P(“System funktioniert*) aus den P; = P(K,) = P(“K; funktioniert®) berechnen,
muss man wissen, wie das Funktionieren von S abhangig ist vom Funktionieren der K.
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S funktioniert, wenn es einen Weg von E nach A gibt, auf dem alle K’s funktionieren.

» K1 » K2
E —» —— A
» K3 » K4
» K1
> K2 P(S)=1-P(S)
E— A P(S)=1-P(K, "K, M...nK,)
P(S)=1-(1-py)-(1-pz)-...-(1-py)
» Kn
unabhangig
» K1 /\
» K5
E——r— K K8 > A
» K6
» K4

P(S)=(1-(1-p1)(1=p2 -P3)(1-P4))-(1-(1-ps5)(1-Ps))

Reduktionsmethode

Bei der Reduktionsmethode legt man einen Bezugsknoten K fest und untersucht welche Wege
von K nach A fihren und fur den Fall das K ausgefallen ist, welche Wege nicht tiber K nach A
flhren.

P(S) = P(K)-P(S/K)+(1-P(K))-P(S/K)

Beispiel

» K » K2 K= K1
E > — A

» K3 » K4

Falls K intakt (S/K) ist fuihrt je ein Weg entweder Uber K2 oder K4:

» K2
—> —

K4

Falls K defekt (S/K ) ist gibt es nur ein Weg iiber K3 und K4:

—>» K3 K4 —

2 P(S)=ps(1-(1-p2)(1-p4)) +(1-P1)-P3 - P4
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23.8. Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable X ist eine numerische Grosse, die vom Ausgang des Versuchs (d.h. vom
eingehenden Elementarereignis) abhangt.

Beispiel
Werfen von drei Wiirfeln: Elementarereignisse (o1, m,, m3)

X = Summe der Augenzahlen 2> X(o) = o4 + @y + ©3

mogliche Werte: 3,4, ..., 18

Man unterscheidet zwischen zwei Sorten von Zufallsvariablen:

a) Xdiskret, d.h. die méglichen Werte sind isolierte Werte auf der Zahlengerade.
b) X kontinuierlich, d.h. die Menge der moglichen Werte bildet ein Intervall in R.
Verteilungsfunktion Fy

In beiden Fallen a) und b) méchte man die Verteilungsfunktion F, (x meistens weggelassen)
bestimmen:

F(x)=P(X < X)

Wenn X kontinuierlich:

limF(x)=1 und lim F(x)=0

X—>00 X—>—00

Wenn die Verteilungsfunktion bekannt ist, kdnnen alle anderen Wahrscheinlichkeiten daraus
berechnet werden:

a) Xdiskret:

P(X>a)=1-P(X<a)=1-F(a)
P(X=a)=P(X<a)-P(X<a)=P(X<a)-P(X<a_)=F(a)-F(a_)

wobei a. der nachst kleinere Wert ist.
P(a<X<b)=P(X<b)-P(X<a)=F(b)-F(a_)
b) X kontinuierlich und P(X = a) = 0 fur alle a

P(X<a)=P(X<a)=F(a)
P(X>a)=P(X>a)=1-P(X<a)=1-F(a)

P(a < X <b)=F(b)-F(a)
F(x) Verteilungsfunktion (Treppenfunktion)

F(x)=P(X<x)= > _f(x))

X <X

Beispiel fur f(x;): f(x) = P(X = x)
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Wahrscheinlichkeitsdichte

Nimmt man an, dass die Verteilungsfunktion differenzierbar ist (meistens erfillt) erhalt man durch
deren Ableitung die Wahrscheinlichkeitsdichte f von X:

f=F'" = f(x)=Ilim
AXx—0 AX

d.h. fur kleine Ax gilt:

F(x + Ax)—F(x)

[£(x)- AX ~ F(x + AX) — F(x) = P(x < X < X + AX)|

Die Wahrscheinlichkeitsdichte f berstreicht jeweils eine Flache von 1.

In der Praxis ist f manchmal bekannt, oder sie kann statistisch geschatzt werden.
(weil man P(x < X < x + Ax) statistisch schatzen kann)

Ubersicht: Zufallsvariablen

X: Zufallsvariable

F(x)=P(X < x)| Verteilungsfunktion

X diskret X kontinuierlich
f(x) = P(X = x) f(x)= fim P(x < X< x+ Ax)
Ax—0 AX

Wabhrscheinlichkeitsfunktion:
f

SRR

mdgliche Werte von X

F(x)= Y f(@) mit oeW

O<X

W = Menge der moglichen Werte von X

Dichtefunktion, Wahrscheinlichkeitsdichtefkt.

»

F(x) = j f(o) do

P(a< X<b)=F(b)-F(a_)
flw) mit oeW
b

as<X<

P(a < X <b) =F(b)-F(a)

b
= J.f(co) do

z f(o) =1

weW

F(o0) = lim F(x) =1

= Tf(m) do

F(—c)= lim F(x)=0

X—>—0
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23.9.

23.10.

Binominalverteilung

Wir haben einen Versuch V und ein Ereignis A mit Wahrscheinlichkeit p = P(A). Das Ereignis A

entspricht einem “Erfolg*“.

V™:  V n-mal durchgefiihrt, “Stichprobe vom Umfang n*

Zufallsvariable X zu VV: X = Anzahl Erfolge W ={0, 1, 2, ..., n}

Dichtefunktion f: f(k)

:P(X:k):[:J

p-(1-p

)n—k

Verteilungsfunktion F:  |F(k)

Normalverteilung (Gaussverteilung)

Gauss sagte: Wenn X Summe ist von vielen unabhangigen Zufallsvariablen, die etwa von der

gleichen Gréssenordnung sind, dann ist die Dichtefunktion von X:

f(x) = (\Dp,c(x) = m'

)

Standart-Normal-Verteilung

Spezialfall n =0, 0 =1

(p(X) = (P0,1(X) = \/Z :

Verteilungsfunktion:
1 [ —u
80) = d94() =—=[ e 2 d

Ubergang
P = (Pp,(s

- Strecken mit dem Faktor o

v

in x-Richtung

- Strecken mit dem Faktor 1/c in y-Richtung
- Schieben um p in x-Richtung

o Standartabweichung
L Erwartungswert

¢u,cs(x) = ¢[X;Mj

O(—x) =1-¢(x)

Py

v
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23.11. Approximation der Binominalverteilung

23.12.

Die Binominalverteilung kann durch die Normalverteilung approximiert werden:

p=n-p 6 =4n-p-(1-p)

Beispiel
1000 Wiirfe mit einem Wirfel

u:n~p:1000-%:166.§ o:,/n-p-(1—p)=\/1000%(1%} ~11.8

P(160 < X <170) = F(170.5) - F(159.5)

P(160 < XS170)z¢(17O'5_H]_¢(159'5_Hj
(&)

(¢

P(160 < X <170) ~ $(0.325) - $(~0.608)

P(160 < X <170)~ 0.6274 -0.27 ~ 0.36

Faustregel
Falls o =+/n-p-(1-p) = 3 ist die Approximation der Binominalverteilung durch die

Normalverteilung fiir praktische Zwecke geniigend.

Erwartungswert einer Zufallsvariablen

Der Erwartungswert E(x) ist der statistische Mittelwert von X, d. h.

E(X) = lim Xi+ X5 +...+ X,

n—oo n

E(X) kann auch aus f bzw. F ausgerechnet werden:

Diskret Kontinuierlich

E(X)= Y f(0)-o E(X) = J.f(x)-x dx
weW —0

Beispiel

X = Augensumme zweier Wiirfel

E(X):i-2+£~3+i-4+i-5+i~6+£-7+i~8+i-9+i~10+£-11+l~12
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

E(X)=7
Rechenregeln
a) E(Xq+Xp)=E(Xq) + E(X2)

b) E(a-X)=a-E(X)



- @ Mathematik: Analysis

59

23.13.

c) E(Xi-X3)=E(Xq) - E(X;) im allgemeinen

d) Falls X4 und X, voneinander unabhangig sind (d.h. der Wert des einen beeinflusst den Wert

des anderen nicht) gilt:

E(X1 - X2) = E(Xy) - E(Xz)

MTTF (Mean Time to Failure)

Unter MTTF versteht man den Erwartungswert E(T). Wobei T die Lebensdauer eines Gerats ist.

Die Verteilungsfunktion F und die Dichtefunktion f hdngen mit der Ausfallrate A zusammen:

F(t)=P(T<t) f(t)=F'(t)

F'(t) . . . . @
Somit lautet die Verteilungsfunktion F:  |F(t) =u(t)-|1-e °

M) = 1-F(t)

wobei u(t) = Sprungfunktion

Exponentialverteilung
Ist die Ausfallrate A konstant, so spricht man von einer Exponentialverteilung:

F(t) = u(t)-(1-e7")
f(t)=u(t)-»-e ™!

A konst. =

~V

o0

MTTF = E(T) = j f(t)-t dt=n-[t-e™dt= x.lfl
A A
o 0 =
Die Exponentialverteilung findet man z.B. beim radioaktiven Zerfall (Gerat entspricht einem
Atom, A konstant, weil Atome nicht altern). In der Technik wird sie haufig als Nahrung
verwendet.

Weibull-Verteilung
Folgende Verteilung mit den Parametern a und b nennt man Weibull-Verteilung (wenn b = 1
entspricht die Weibull-Verteilung einer Exponentialverteilung):

F(t)=1-e2"

Ausfallrate 1. A(t)=a-b-t°"
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1
MTTF =E(T)=a b -r(%nj

wobei I'() die Gaussche Gamma-Funktion entpricht. T'() ist in der ganzen C definiert ausser bei
0, -1, -2, ... (dort hat sie Pole).

r(%)zﬁ
SERPERN.
SHEREER

23.14. Varianz mit Standartabweichung

Die Varianz ist ein Mass fiir die Streuung der Werte von X um E(X) heurm.

Varianz: V(X) = E((X-E(X))

Standartabweichung:  [S(X) =/V(X)

V(X) = E(X?)-E(X)?

Kontinuierlich Diskret

2 2
V(X) = sz £(x) dx-[J’ x - f(x) dx] V(X)= > %2 -f(x)-{ > x-f(x)}

—0 xeW, xeW,
— —
E(X)? E(X)*

Rechenregeln
1) V(a-X)=a?-V(X)

2) V(X;+X5)=V(X{)+V(X,) falls X; und X; unabhangig sind voneinander

X binominalverteilt

Wird eine Binominalverteilung mit einer Normalverteilung approximiet, so werden Varianz V und
Standartabweichung S wie folgt berechnet:

E(X)=n-p

IV(X)=n-p-(1-p)| S(X)=n-p-(1-p)
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23.15. Ungleichung von Tschebyscheff

=, b
/ ! N
/ | \1‘
|

p =E(X) o = S(X)

pn—e 0

P(X-pl>¢)= jf(x) dx+J'f(x) dx

f =T A it € L oo p+e
/ / \

[ %X=pm 1. o°

'i: oy ﬁ ‘\)A P(l X—}J.|> S)Sg—z

I € |

23.16. Lebensdauer von Systemen

a)

Wir haben 2 Komponenten mit Lebensdauer T, und T,. Die zweite Komponente dient als
Reserve und wird erst in Betrieb genommen, wenn die erste ausfallt.

Gesamtlebensdauer:

Erwartungswert:

Varianz:

K1 Kz

|E(T) = E(T) +E(Ty)|

[V(T)=V(T,)+ V(T,)| (falls T, und T, unabhangig)

Ki: Lebensdauer T,

Gesamtlebensdauer:

Verteilungsfunktion:

Ks: Lebensdauer T,

Fr(t)=P(T <t)=P((T, <t)u(T, <t))
Fr(t) =1-P((T, > t) (T, > 1))
Fr(t)=1-P(T, > t)-P(T, > t)

Fr(t) =1-(1-Fg(1))- (1-Fr2(t))

Fr(t) = Frq(t) + Fra(t) = Fry () - Fra(t)

Fir den Spezialfall, dass T4 und T, exponentialverteilt mit Auffallraten X4 und A,:

Verteilungsfunktion:

Erwartungswert:

Fazit

Fr(t)=1-e (2t

1

E(T)

Tt

Bei Serieschaltung von Komponenten mit exponentialverteilter Lebensdauer ist die
Lebensdauer des Systems wieder exponentialverteilt:

1

ET)=———
(") Ay+hy+...
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c) K Ki: Lebensdauer T,
1 K,: Lebensdauer T,

Kz

Gesamtlebensdauer: T =max(T,,T,)

Fr(t)=P(T <t)=P((T, <t)n (T, £t))
Fr(t) = P(T, <t)-P(T, <t)
Fr(t) = Frq(t) - Fro(t)

Verteilungsfunktion:

Fir den Spezialfall, dass T4 und T, exponentialverteilt mit Auffallraten X4 und A,:

Verteilungsfunktion: Frt)=1-e ™!t —g2t 4 g (i)t

-> nicht wieder exponentialverteilt!

1

1

Erwartungswert:

Varianz:

E(T) =+

1

v(T)

%

s 22 1
ot (o)

2
1
+__

FUr den Spezialfall, dass A1 = A, = A:

3
: E(T)=——
Erwartungswert (T) R
. 5 1
Varianz: v(T) = 452
5
Standartabweichung: S(T)= % S(Ty)

23.17. Integrationsmethoden

Fir Erwartungswerte

E(T) = jf(t)-t dt

o0

Fiir Varianzen

V(T) = th f(t) dt—E(T)?

© 2
:x-J't.e—“dt:x.iz_l :x-J'tZ-e—“dt—(lj :x.%—iz:iz
0 A é 0 A A A >\.=
it it it K 1 1 1
f(t)=3n-e —6r-e 2 _3) .0 - E(T):jt-f(t)dtzsx-—z—sx - .
! » (21) (31)
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24. MATLAB

Befehl | Bedeutung

Syntax

[12..] Zeilenvektor

[...;....] Matrix Zeilenumbruch mit ;

[uv] Setzt mehrere Vektoren zu einem Zusammen
== Ungleich #

Mathematische Funktionen

abs Absolutbetrag

exp Exponentialfunktion mit Basis e

log Natdrlicher Logarithmus

log10 Logarithmus mit Basis 10

round Runden auf die ndchstliegende ganze Zahl
imag Imaginarteil einer komplexen Zahl

real Realanteil einer komplexen Zahl

angle Argument einer komplexen Zahl

conj Konjugieren einer komplexen Zahl

eye(m) Eine mxm Einheitsmatrix

3D- und Vektorplots

plot3(x,y,z) 3D-Plot sonst wie Plot

contour(x,y,z,n)

Niveaulinien
n : Niveaulinien die gezeichnet werden
Niveau 0 als [0 0] einsetzen

Erzeugt eine Matrix mit der Grosse length(x) mal length(y) usw. fiir
beliebig viele Dimensionen. Wird verwendet als Grundlage fur
mehrdimensionale Plots.

Beispiel:

meshgrid(x,y) x=[0 1 2]; y=[4 5 6];
[xx yy]=meshgrid(x,y)
ans :
xx=[012;012;012]
yy=[444:;555:;66 6]

mesh(x,y,z) Gittermodell

meshc(x,y,z,n)

Gittermodell mit Niveaulinien

quiver(x,y,u,v)

Vektorfeld 2-Dimensional

x : Zeilenvektor der x-Koordinaten

y : Zeilenvektor der y-Koordinaten

u,v: Matrizen, mit [length(x) length(y)], beschreiben die Vektoren an
den Schnittpunkten der x- und y-Koordinaten

surf(x,y,z) Flachenmodell

Matrizen

m(x,:) Die x-te Zeile von m

m(;,x) Die x-te Spalte von m

ones(m,n) Einsmatrix der Dimension m mal n

zeros(m,n) Nullmatrix der Dimension m mal n

eye(m,m) Einheitsmatrix der Dimension m mal m

det(m) Determinante von m

inv(m) Inverse Matrix von m

min(m) Index des kleinsten Wert von m

max(m) Index des grossten Wert von m

sum(m) Summe aller Elemente von m
Transportierte Matrix von m

m’ Achtung: Falls die Matrix aus komplexen Elementen besteht, werden

diese konjugiert.

Diverse Funktionen
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trapz(x,y) Integration mit Trapeznahrung x = f(x)

Quad verwendet die Simpson-Formel mit adaptiv angepasster

Schrittweite

a,b: Grenzen

’...”: Name des m-Files in dem die Funktion gespeichert ist.
quad(’...’, a,b)

m-File:

functiony ="..." (x,...)

y=...;

reshape(x,mxn)

Gibt eine m mal n Matrix dessen Elemente kolonnenweise aus x
ausgelesen wurden. x muss m mal n Elemente haben.

rand(m,n)

Erzeugt eine reelle m mal n Matrix, deren Elemente reelle
gleichverteilte Zufallszahlen im Zahlenintervall [0, 1[ sind.
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